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摘 要

摘 要

张量,即多维数组,是向量与矩阵的高阶推广. 低秩张量优化是指变量为张量
且满足低秩约束的最优化问题,在高维数据分析、科学计算以及量子信息等领域
具有广泛的应用. 然而, 低秩张量优化相比于成熟的低秩矩阵优化, 仍面临诸多
的挑战. 一方面,相比于低秩矩阵,不同的张量分解会导出不同的张量秩,这些秩
的定义和性质各异;另一方面,低秩张量集合比低秩矩阵集合的几何结构更复杂,
很多低秩矩阵优化的方法无法直接推广到张量,必须设计新的几何工具和优化方
法. 本文从低秩张量集合的几何视角出发,在理论分析、算法设计与应用三个方
面系统研究了低秩张量优化问题.
首先我们研究乘积流形优化问题,旨在探索度量选择对黎曼优化方法性能的

影响,并探索如何通过精心设计度量以加速算法收敛. 研究乘积流形的动机在于,
在张量分解中参数通常由多个因子组成,从而整体参数空间可自然建模为一个乘
积流形. 我们为此提出了一个黎曼预条件优化框架. 在该框架中,我们引入由算子
定义的预条件度量,该算子目标在于逼近目标函数黎曼 Hessian算子的对角块,从
而改善问题的条件数. 进一步地,针对典型相关分析和截断奇异值分解问题,我们
构造了与问题结构相匹配的新的预条件黎曼度量、提出新的黎曼预条件方法,并
在理论上证明了所提出方法在这些问题上的加速效果. 实验结果表明: 精细地设
计黎曼度量的确能够显著提升黎曼优化方法的性能.
作为上述框架的直接应用,我们提出了一类基于张量环分解的张量补全问题

的黎曼预条件算法. 我们通过利用精确块对角预条件思想,在张量环分解中由各
核张量的模态二展平矩阵所构成的乘积空间上构造了一个新的黎曼度量,并提出
了预条件度量下的黎曼梯度法和黎曼共轭梯度法. 在算法实现方面,我们充分利
用了张量结构, 采用了一种经济的计算策略, 避免了梯度计算过程中大规模矩阵
的显式构造与运算,从而显著降低了计算成本. 在人工合成数据集、电影评分数
据、高光谱图像以及高维函数上的数值实验结果表明,所提出的算法在性能上优
于现有方法.
接下来,我们对 Tucker张量代数簇 (即有界秩 Tucker张量构成的集合)及其

上面的优化问题展开系统研究. 相比于已被充分研究的矩阵代数簇的几何结构,
Tucker张量代数簇的几何性质是更加复杂的. 我们给出了 Tucker张量代数簇切
锥的显式参数化表示,并利用其几何结构,针对在 Tucker张量代数簇上的优化问
题, 提出了具有理论收敛性保证的、基于梯度相关搜索方向的线搜索方法, 避免
了计算无显式表达的度量投影. 在实际应用中,低秩张量优化普遍面临秩参数难
以可靠选取的问题. 为此, 我们结合所得到的几何结构, 提出了一种 Tucker秩自
适应方法, 该方法能够在迭代过程中自动识别合适的秩参数, 同时仍然有收敛性
保证. 在张量补全问题的数值实验结果表明,所提出的方法在恢复性能方面优于
其他代表性的方法. 此外,秩自适应方法在不同秩参数设定下均表现出最优性能,
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并且确实能够识别出合适的 Tucker秩参数.
此外,我们研究了单位 Frobenius范数的低秩张量的几何与应用. 事实上,这

类张量是科学计算和量子物理等领域中的基础研究对象,它们能够用于表示归一
化的特征向量以及纯量子态. 尽管张量链分解为处理高维问题提供了一种强有力
的低秩分解形式,但该分解形式本身并不能内在地保证单位范数约束. 为此,我们
引入了归一化张量链分解 (NTT), 其目标是在张量链格式下, 用单位范数张量来
逼近给定的张量. 本文证明了固定秩 NTT张量的集合构成一个光滑流形,并推导
了其对应的几何结构,从而为几何优化方法的提出奠定了理论基础. 在此基础上,
我们将其应用于低秩张量恢复问题、高维特征值问题、稳定子秩的估计以及量子

信道最小输出 Rényi-2熵的计算. 数值实验结果表明,所提出的基于 NTT的方法
在计算效率和可扩展性方面均表现出显著优势.

关键词：张量分解,低秩张量优化,流形优化,切锥,预条件方法,秩自适应策略
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Abstract

Abstract

Tensors are referred to asmultidimensional arrays, which can be viewed as a higher-
order generalization of vectors and matrices. Low-rank tensor optimization refers to
optimization problems where the tensor variable satisfies low-rank constraints, and it
plays an important role in data analysis, scientific computing, and quantum informa-
tion theory. However, in contrast with the well-studied low-rank matrix optimization,
low-rank tensor optimization remains significantly more challenging. On the one hand,
different tensor decompositions induce different notions of tensor rank, whose defini-
tions and properties vary substantially. On the other hand, the geometric structure of
low-rank tensor sets is much more intricate than low-rank matrix counterparts. There-
fore, the low-rank tensor optimization methods cannot be simply generalized from low-
rank matrix optimization, necessitating new geometric tools and optimization methods.
To this end, this dissertation investigates low-rank tensor optimization problems from
a geometric perspective, focusing on theoretical analysis, optimization methods, and
applications.

We first study optimization on product manifolds, and explore how the perfor-
mance of a Riemannian optimization method varies with different metrics and how to
exquisitely construct a metric to accelerate a method. In fact, the parameters in tensor
decompositions naturally enjoy product structures. To this end, we propose a general
framework for optimization on product manifolds endowed with a preconditioned met-
ric. The metric is constructed by an operator that aims to approximate the diagonal
blocks of the Riemannian Hessian of the cost function, and to eliminate ill-conditioning.
Specifically, we tailor new preconditionedmetrics and adapt Riemannianmethods to the
canonical correlation analysis and the truncated singular value decomposition problems,
which provably accelerate the Riemannian methods. Numerical results among these ap-
plications verify that a delicate metric does accelerate the Riemannian methods.

As a direct application of the proposed framework, we propose Riemannian pre-
conditioned algorithms for the tensor completion problem via tensor ring decomposi-
tion. By using the exact-block preconditioning, we develop a new Riemannian metric
on the product space of the mode-2 unfolding matrices of the core tensors in tensor ring
decomposition. We propose the Riemannian gradient descent and Riemannian conju-
gate gradient algorithms under the proposed metric. In practice, we exploit the tensor
structure and adopt an economical procedure to avoid largematrix formulation and com-
putation in gradients, which significantly reduces the computational cost. Numerical
experiments on various synthetic and real-world datasets—movie ratings, hyperspectral
images, and high-dimensional functions—suggest that the proposed algorithms have
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better performance than other candidates.
Next, we embark on an exploration of Tucker tensor varieties—the set of tensors

with bounded Tucker rank—and associated optimization problems. The geometry of
Tucker tensor varieties is notably more intricate than the well-explored geometry of
matrix varieties. We give an explicit parametrization of the tangent cone of Tucker ten-
sor varieties and leverage its geometry to develop provable gradient-related line-search
methods for optimization on Tucker tensor varieties. The search directions are com-
puted from approximate projections which circumvents the calculation of intractable
metric projections. In practice, low-rank tensor optimization suffers from the difficulty
of choosing a reliable rank parameter. To this end, we incorporate the established ge-
ometry and propose a Tucker rank-adaptive method that is capable of identifying an
appropriate rank during iterations while the convergence is also guaranteed. Numerical
experiments on tensor completion reveal that the proposed methods are in favor of re-
covering performance over other state-of-the-art methods. Moreover, the rank-adaptive
method performs the best across various rank parameter selections and is indeed able to
find an appropriate rank.

We also study the geometry and applications of low-rank tensors with unit Frobe-
nius norm. In fact, tensors with unit Frobenius norm are fundamental objects in many
fields, including scientific computing and quantum physics, which are able to represent
normalized eigenvectors and pure quantum states. While the tensor train decomposi-
tion provides a powerful low-rank format for tackling high-dimensional problems, it
does not intrinsically enforce the unit-norm constraint. To address this, we introduce
the normalized tensor train (NTT) decomposition, which aims to approximate a tensor
by unit-norm tensors in tensor train format. We prove that the set of fixed-rank NTT ten-
sors forms a smooth manifold, and the corresponding Riemannian geometry is derived,
paving the way for geometric methods. We propose NTT-based methods for low-rank
tensor recovery, high-dimensional eigenvalue problems, estimation of stabilizer rank,
and calculation of the minimum output Rényi-2 entropy of quantum channels. Numer-
ical experiments demonstrate the superior efficiency and scalability of the proposed
NTT-based methods.

Key Words: Tensor decomposition, low-rank tensor optimization, manifold optimiza-
tion, tangent cones, preconditioned methods, rank-adaptive strategies
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第 1章 绪论

1.1 研究背景

优化 (Optimization) 是应用数学中的一个核心研究方向, 主要关注在给定约
束条件或无约束情形下, 如何选择合适的决策变量, 使目标函数在某种意义下达
到最优,例如实现收益最大化或风险最小化. 作为一门内容体系庞大的学科,优化
涵盖了丰富的理论与方法,并且实际生活中的很多问题,均可建模为优化问题. 通
常在刻画实际问题时, 首先需要结合具体应用背景, 对问题的目标和约束条件进
行合理的分析以建立恰当的数学模型. 在模型构建完成后,可以运用优化理论设
计高效且可靠的算法以求解相应的最优解. 与此同时,为了确保算法在实际应用
中的可靠性, 还需对其收敛性、计算复杂度等理论性质进行分析, 并通过数值实
验测试其实际性能. 随着计算能力的提升与应用需求的不断扩展,优化理论与算
法在人工智能、数据挖掘、管理科学、图像与信号处理、金融经济以及生物医学

等诸多领域扮演着越来越重要的角色,成为了求解实际问题的重要数学工具. 因
此,优化在当代应用数学及相关交叉学科中的地位愈发重要. 具体而言,优化问题
可统一表示为如下的形式

min 𝑓(𝑥)
s. t. 𝑥 ∈ 𝐶 ⊆ ℝ𝑛,

(1-1)

这里 𝑥为决策变量, 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ为目标函数, 𝐶 ⊆ ℝ𝑛 为约束集或可行域. 称可行
域包含的点 𝑥 ∈ 𝐶 为可行解或可行点. “s. t.”为英文 “subject to”的缩写,即 𝑥需
要满足的条件. 如果我们希望在可行域 𝐶 上求解目标函数 𝑓(𝑥)的最大值,则仅需
将问题 (1-1)中的记号 “min”相应地替换为 “max”. 事实上,任意最大化问题都可
以通过在目标函数前引入负号转化为等价的最小化问题. 因此,本文仅需讨论最
小化问题.
在问题 (1-1)中,变量 𝑥通常被视为 ℝ𝑛 空间中的向量. 然而,在具体应用中,

优化变量的形式并不局限于向量, 还可以是矩阵、张量, 甚至是抽象流形上的元
素. 当可行域满足 𝐶 = ℝ𝑛时,问题 (1-1)被称为无约束优化问题;否则称其为约束
优化问题. 此外,若目标函数 𝑓 为凸函数且可行域 𝐶 为凸集,则称问题 (1-1)为凸
优化问题;若不满足上述条件,则称为非凸优化问题.

定义 1.1 (全局最优点). 称 𝑥∗ ∈ 𝐶 为问题 (1-1)的全局最优点,若 𝑓(𝑥∗) ≤ 𝑓(𝑥)对
任意的 𝑥 ∈ 𝐶 均成立.

定义 1.2 (局部最优点). 称 𝑥∗ ∈ 𝐶 为问题 (1-1)的局部最优点,若存在某个关于 𝑥∗

的邻域𝑈 ,使得 𝑓(𝑥∗) ≤ 𝑓(𝑥)对任意的 𝑥 ∈ 𝐶 ∩𝑈 均成立. 进一步,若 𝑓(𝑥∗) < 𝑓(𝑥)
对任意的 𝑥 ∈ 𝐶 ∩ 𝑈 均成立,则称 𝑥∗ ∈ 𝐶 为问题 (1-1)的严格局部最优点.

值得注意的是, 全局最优点一定是局部最优点, 反之则不一定成立. 当问
题 (1-1)是凸问题时,局部最优点一定也是全局最优点.
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根据目标函数的性质、可行域的结构以及应用背景的不同,优化问题 (1-1)可
以进一步被划分为多种类别,例如线性规划、二次规划、半定规划、多项式优化、
全局优化、整数规划、组合优化、锥优化、流形优化、非光滑优化、稀疏优化、

无导数优化、鲁棒优化、随机优化、双层优化、分布式优化、多目标优化、以及

低秩矩阵张量优化等. 感兴趣的读者可以参考相关领域的经典专著及文献 [1–5].
在本文中,我们关心的优化变量为张量. 张量是多维数组,是向量与矩阵的高

阶推广,见图 1-1. 相比于矩阵,张量有更多的维度,可以记录数据的不同属性与方
向. Kolda [6]指出, “传统大数据研究多集中于矩阵,但现实数据往往具有超过两
个维度的多模态变化,因此更适合用张量 (多维数组)来表示”. 张量数据的一个典
型应用是人脸数据分析 [7, 8],目标是从多个人脸数据中提取人脸的主要特征. 相
比于将二维图像展开成向量再进行矩阵形式的主成分分析,将人脸数据直接建模
为张量并进行高阶主成分分析,可以更自然地保留不同模态 (如身份、表情、姿
态、光照)的结构信息,从而在特征提取上达到更好的效果;见图 1-2.

𝑥 𝐱 𝐗 𝒳

图 1-1标量、向量、矩阵以及张量的示意图.
Figure 1-1 Scalar, vector, matrix, and tensor.

图 1-2张量脸数据. 图片来源于 [7].
Figure 1-2 Tensor faces in [7].

然而,在实际的计算中,完整存储一个高阶的张量在计算上是不可行的,因为
其存储量会随着张量阶数呈指数增长, 会面临维数灾难 (curse of dimensionality)
的问题. Kressner [9]指出, “完整存储一个 50阶的张量,即使是大小为 2×2×⋯×2
的张量, 也需要 9Pb 的空间. 因此, 我们需要利用低秩张量分解的手段降低储存
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量”. 而低秩张量分解,不仅仅能降低储存量,更能提取出高阶张量中最关键的信
息. 在数学层面上，这种低秩性也具有理论基础,若一个矩阵的行和列由隐变量
模型 (latent variable model)生成,则它天生具有低秩性 [10]. 这说明低秩并非人为
施加的假设, 而是源于数据生成机制的内在规律, 这也为低秩矩阵张量的应用提
供了理论支撑.
近年来, 随着大数据时代的到来, 低秩张量在其他诸多应用中展现了其显著

的有效性,包括图像与信号处理 [8, 11–13]、推荐系统 [14–17]、张量方程 [18]、数
理金融 [19]、量子计算 [20]、以及高维偏微分方程的数值求解 [21, 22]. 关于低秩
矩阵张量方法的系统性综述与更多相关工作,可参见文献 [9, 23].
本文聚焦于如下的低秩张量优化问题,

min 𝑓(𝑥)
s. t. 𝑥 ∈ {𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ Rank(𝒳) ≤ 𝐫}.

(1-2)

这类问题的决策变量为低秩张量,并带有低秩约束 Rank(𝒳) ≤ 𝐫,这里当 𝑑 ≥ 3时,
Rank代表某种张量的秩, 详见 1.2节中张量分解以及张量秩的介绍. 值得注意的
是,当 𝑑 = 2时, Rank代表矩阵的秩,此时问题 (1-2)退化为低秩矩阵优化问题. 我
们将低秩矩阵与低秩张量优化问题统称为低秩优化问题.
低秩张量优化在实际应用当中扮演着重要的角色. 例如, 在推荐系统中, 用

户对物品、电影的评分数据通常可以表示为一个高维稀疏矩阵或张量,而这些数
据往往由少数潜在因素 (如用户兴趣、年龄特征、物品属性、电影类别等)所驱
动，而这些因素都可以被归类为几个典型的类别 (genre),因此数据能呈现出明显
的低秩结构. 利用这一结构,可以通过低秩矩阵或张量分解建模、求解低秩优化
问题有效地进行缺失数据预测. 一个著名的例子是 Netflix Prize1，其目标是通过
分析用户评分数据来显著提升电影推荐系统的准确率，而最终获胜的方案正是

基于低秩矩阵分解方法 [24]. 近几年,低秩张量优化方法在深度学习,特别是大语
言模型中的应用也逐渐受到关注. Shampoo [25]等优化方法利用张量结构构造预
条件子以加速训练;低秩微调 (Low-Rank Adaptation, LoRA) [26]通过利用低秩矩
阵分解对大模型权重进行调整,实现了在有限资源下的高效微调;文献 [27]利用
Tucker分解对注意力机制中的参数进行压缩, 以降低模型的存储和计算开销; 张
量链分解被用于构造低秩微调方法 [28],从而在保持模型性能的同时大幅减少训
练的参数量;文献 [29]利用张量环分解构造矩阵乘积算子,从而实现从小模型参
数到大模型参数的结构化映射;张量环分解也可以用于构造神经网络 [30]并应用
在图像分类等任务中. 这些例子显示,低秩张量优化通过捕捉数据的内在低秩结
构,不仅能够降低计算复杂度,还能提升算法的稳健性和泛化能力.
我们下面简要介绍论文所需的一些基本概念. 首先,我们将在1.2节中介绍张

量以及典型的张量分解形式. 然后, 1.3节介绍了低秩矩阵与张量构成的集合. 接
下来,基于低秩矩阵张量集合,我们在1.4节中介绍低秩矩阵与张量优化现有的理
论与方法. 最后, 1.5节中展示了本文主要工作的概述.

1参见: https://web.archive.org/web/20061106031103/http://www.netflixprize.com/.
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低秩张量优化问题的几何方法

1.2 张量分解及其应用简介

什么是张量? 张量一词 (拉丁语: tendere, tensus)在 1846年由哈密顿 [31]第
一次在数学中使用. 1898年, Voigt [32]第一次提出张量是标量,向量和矩阵的高
阶推广. 在不同的领域中对于张量的定义是有不同的. 在物理中, 张量经常用来
指代张量场 (如黎曼曲率张量,度量张量等) [33]. 通常,在代数教材中 [34, 35],一
个 𝑑 阶张量 𝒜定义为 𝑑 个实向量空间的张量积中的元素,即 𝑉1 ⊗ 𝑉2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑑 ,
在选定了 𝑉1, 𝑉2, ⋯ , 𝑉𝑑 中的基以后, 𝒜 可以被坐标化, 即可以用一个 𝑑 维数组
表示 𝒜, 不加区分地, 我们仍记为 𝒜. 我们用 ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 代表全体 𝑑 维实数组
𝒜 = (𝑎𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑑 )𝑛1,𝑛2,…,𝑛𝑑

𝑖1=1,𝑖2=1,…,𝑖𝑑=1和 ℬ在加法和数乘

(𝑎𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑑 ) + (𝑏𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑑 ) = (𝑎𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑑 + 𝑏𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑑 ), 𝜆(𝑎𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑑 ) = (𝜆𝑎𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑑 )

下构成的向量空间. 该定义可以被拓展到复数域 ℂ. 在本文中,我们采用张量是矩
阵向量的高阶推广的定义. 𝑑 阶张量也被称为 𝑑 维超矩阵 [36],或 𝑑 路阵列 [37].
由于当 𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉𝑑 为有限维空间时,它们与 ℝ𝑛1 , ℝ𝑛2 , … , ℝ𝑛𝑑 同构,故采用这种
定义是合理的. 这一节中我们将介绍张量的基本运算以及典型的张量分解.

1.2.1 张量计算的基本符号

张量计算中将涉及如下概念 [37, 38]. 记索引集合 {1, 2, … , 𝑛}为 [𝑛]. 首先,定
义如下索引映射 𝜋𝑘:

𝜋𝑘 ∶ (𝑖1, … , 𝑖𝑘−1, 𝑖𝑘+1, … , 𝑖𝑑) ↦ 1 +
𝑑

∑
ℓ≠𝑘,ℓ=1

(𝑖ℓ − 1)𝐽ℓ,

其中 𝐽ℓ = ∏ℓ−1
𝑚=1,𝑚≠𝑘 𝑛𝑚, 𝑘 ∈ [𝑑]. 张量 𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 的模态 𝑘展平矩阵 (mode-

𝑘 unfolding)记为 𝐗(𝑘) ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑛−𝑘 ,其中 𝑛−𝑘 ∶= ∏𝑖≠𝑘 𝑛𝑖. 𝒳 的第 (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑)个元
素对应于矩阵 𝐗(𝑘) 的第 (𝑖𝑘, 𝑗)个元素, 其中 𝑗 = 𝜋𝑘(𝑖1, … , 𝑖𝑘−1, 𝑖𝑘+1, … , 𝑖𝑑). 类似
地,索引集合Ω的模态 𝑘展平矩阵定义为Ω(𝑘)∶={(𝑖𝑘, 𝜋𝑘(𝑖1, … , 𝑖𝑘−1, 𝑖𝑘+1, … , 𝑖𝑑)) ∶
(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) ∈ Ω}. 两个张量 𝒳, 𝒴 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 之间的内积定义为 ⟨𝒳, 𝒴⟩ ∶=
∑𝑛1

𝑖1=1 ∑𝑛2
𝑖2=1 ⋯ ∑𝑛𝑑

𝑖𝑑=1 𝒳(𝑖1, 𝑖2 … , 𝑖𝑑)𝒴(𝑖1, 𝑖2 … , 𝑖𝑑). 张量 𝒳 的 Frobenius 范数定义
为 ‖𝒳‖F ∶= √⟨𝒳, 𝒳⟩.

张量化算子将矩阵 𝐗𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑛−𝑘 映射为张量 ten(𝑘)(𝐗𝑘) ∈ ℝ𝑛1×⋯×𝑛𝑑 ,其定义
为 ten(𝑘)(𝐗𝑘)(𝑖1, … , 𝑖𝑑) = 𝐗𝑘(𝑖𝑘, 1+∑𝑑

ℓ≠𝑘,ℓ=1(𝑖ℓ−1)𝐽ℓ),其中 (𝑖1, … , 𝑖𝑑) ∈ [𝑛1]×⋯×
[𝑛𝑑]. 注意到,在 𝑛1, … , 𝑛𝑑 固定的情况下,有 ten(𝑘)(𝐗(𝑘)) = 𝒳 成立. 因此,张量化算
子是可逆的. 张量𝒳与矩阵𝐀 ∈ ℝ𝑀×𝑛𝑘的 𝑘模态积记为𝒳 ×𝑘𝐀 ∈ ℝ𝑛1×⋯×𝑀×⋯×𝑛𝑑 ,
其中 𝒳 ×𝑘 𝐀的第 (𝑖1, … , 𝑖𝑘−1, 𝑗, 𝑖𝑘+1, … , 𝑖𝑑)个元素定义为 ∑𝑛𝑘

𝑖𝑘=1 𝑥𝑖1…𝑖𝑑 𝑎𝑗𝑖𝑘 . 并且
有 (𝒳 ×𝑘 𝐀)(𝑘) = 𝐀𝐗(𝑘). 给定 𝐮1 ∈ ℝ𝑛1\{0}, … , 𝐮𝑑 ∈ ℝ𝑛𝑑 \{0},大小为 𝑛1 × ⋯ × 𝑛𝑑
的秩 1张量可由外积定义为 𝒱 ∶= 𝐮1 ∘ ⋯ ∘ 𝐮𝑑 ,等价地,其元素表示为 𝑣𝑖1,…,𝑖𝑑 ∶=
𝑢1,𝑖1 ⋯ 𝑢𝑑,𝑖𝑑 . 两个矩阵 𝐀 ∈ ℝ𝑚1×𝑛1 和 𝐁 ∈ ℝ𝑚2×𝑛2 的 Kronecker 积定义为一个
(𝑚1𝑚2)行 (𝑛1𝑛2)列的矩阵,记为 𝐀⊗𝐁 ∶= (𝑎𝑖𝑗𝐁)𝑖𝑗 . 向量 𝐞𝑖 ∈ ℝ𝑛定义为 𝑛 × 𝑛单位
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矩阵 𝐈𝑛的第 𝑖列. 给定两个向量 𝐱, 𝐲 ∈ ℝ𝑑 ,若对所有 𝑖 ∈ [𝑑]有 𝑥𝑖 ≤ 𝑦𝑖(或 𝑥𝑖 < 𝑦𝑖),
则分别记为 𝐱 ≤ 𝐲(或 𝐱 < 𝐲). 一个张量 𝒰𝑘 ∈ ℂ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 可以重排为其左展平和

右展平矩阵, 分别定义为 L(𝒰𝑘) ∈ ℂ(𝑟𝑘−1𝑛𝑘)×𝑟𝑘 和 R(𝒰𝑘) ∈ ℂ𝑟𝑘−1×(𝑛𝑘𝑟𝑘). 给定张量
𝒳 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×𝑛3 以及矩阵 𝐀 ∈ ℂ𝑛1×𝑛1、𝐁 ∈ ℂ𝑛2×𝑛2、𝐂 ∈ ℂ𝑛3×𝑛3 ,我们给出关于左展
开与右展开的如下等式关系.

L(𝒳 ×1 𝐀 ×2 𝐁 ×3 𝐂) = (𝐁 ⊗ 𝐀)L(𝒳)𝐂⊤,
R(𝒳 ×1 𝐀 ×2 𝐁 ×3 𝐂) = 𝐀R(𝒳)(𝐂 ⊗ 𝐁)⊤.

(1-3)

集合 St(𝑟, 𝑛) ∶= {𝐗 ∈ ℝ𝑛×𝑟 ∶ 𝐗⊤𝐗 = 𝐈𝑟}称为 Stiefel流形,其中 𝐈𝑟 表示 𝑟 × 𝑟
的单位矩阵. 正交群定义为 𝒪(𝑛) ∶= {𝐐 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ∶ 𝐐⊤𝐐 = 𝐐𝐐⊤ = 𝐈𝑛}. 集合
Stℂ(𝑝, 𝑛) = {𝐗 ∈ ℂ𝑛×𝑝 ∶ 𝐗†𝐗 = 𝐈𝑝}被称为复 Stiefel流形,其中 𝐗† 表示矩阵 𝐗的
共轭转置. 矩阵 𝐗的复共轭记为 conj(𝐗) = (conj(𝑥𝑖,𝑗))𝑖,𝑗 .

1.2.2 典型的张量分解形式

与矩阵秩不同, 不同的张量分解形式会诱导出多种张量上秩的定义. 典型
的张量分解形式包括标准多元分解 (CANDECOMP/PARAFAC分解, 简称 CP分
解) [39]、Tucker分解 [40]、张量链分解 (tensor train decomposition) [41]以及张量
环分解 (tensor ring decomposition) [42];相关综述可参见文献 [38].

张量的标准多元分解 首先我们介绍张量的标准多元分解. 张量多元分解形式
(polyadic form)的概念起源于 Hitchcock [39, 43], Cattell [44, 45]在 1944年提出了
多路模型的概念. 在经历了多次推广以后,这个分解形式开始流行起来. 1970年,
由 Carroll 和 Chang [46] 在心理测量学中以标准分解形式 (canonical decomposi-
tion)和 Harshman [47]以平行因子 (parallel factors)模型,第三次引入了标准多元
分解形式的概念. 自此之后 CP分解形式开始吸引众多的科研人员. Möcks [48]于
1988年在大脑图像学中提出了地形学成分模型,其数学本质即为 CP分解形式.

定义 1.3 (张量的标准多元分解 [43]). 标准多元分解形式旨在将一个张量表示为
几个秩 1张量的和,即给定 𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ,其标准多元分解为

𝒳 = J𝐀1,𝐀2, … ,𝐀𝑑KCP ∶=
𝑅

∑
𝑟=1

𝐚1,𝑟 ∘ 𝐚2,𝑟 ∘ ⋯ ∘ 𝐚𝑑,𝑟, (1-4)

即 𝑅个秩 1张量和的形式,如图1-3所示,这里 𝐀𝑘 = [𝐚𝑘,1, 𝐚𝑘,2, … , 𝐚𝑘,𝑅]为因子矩
阵. 从元素上来看,

𝑥𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑑 =
𝑅

∑
𝑟=1

𝐚1,𝑟(𝑖1)𝐚2,𝑟(𝑖2) ⋯ 𝐚𝑑,𝑟(𝑖𝑑).

通过标准多元分解, 可以引出张量秩的概念. Hitchcock [43] 在 1927 年首先
提出用能生成 𝒳 的最少的秩 1张量的个数作为张量的秩,记为 rank(𝒳),即

rank(𝒳) ∶= min{𝑅 ∈ ℕ ∶ 𝒳 = J𝐀1,𝐀2, … ,𝐀𝑑KCP, 𝐀𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑅}.
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𝒳
=

𝐚1

𝐛1

𝐜1

+ ⋯ +

𝐚𝑅

𝐛𝑅

𝐜𝑅

图 1-3一个三阶张量的标准多元分解.
Figure 1-3 CP decomposition for a third-order tensor.

在 50年以后 Kruskal [49]独立地提出了同样的概念. 然而,张量秩和矩阵秩有着
诸多的不同之处. 其中一个不同之处是, 张量秩在数域 ℝ和 ℂ下可能是不同的.
另一个区别在于,对于任何一个张量,张量秩的计算问题是 NP-难的,这也说明基
于定义的直接计算方法在实际中是不可行的. 事实上, Håstad [50]证明了在有理
数域以及有限域中计算三阶张量的秩是一个 NP-难问题. Hillar和 Lim [51]证明
了在实数域和复数域上完成张量 CP分解是一个 NP-难问题. Shitov [52]证明了
计算在任意整环上的张量秩可以多项式时间内归约到求解多项式系统的零点的

问题. 更多关于张量秩的综述见 [38].

张量的Tucker分解 1966年, Tucker [53]给出了Tucker分解形式,此后Levin [54]
和 Tucker [40, 53]将该分解形式完备化. Kapteyn等人 [55]从高维形式主成分分
析的角度阐述 Tucker分解. 数学上, Tucker分解将一个张量分解形式为一个核张
量与在每一个模态与之相乘的矩阵的乘积.

定义 1.4 (Tucker分解 [40]). 给定一个张量 𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ,其 Tucker分解定义
为

𝒳 = 𝒢 ×1 𝐔1 ×2 𝐔2 ⋯ ×𝑑 𝐔𝑑 = 𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐔𝑘,

其中 𝒢 ∈ ℝ𝑟1×𝑟2×⋯×𝑟𝑑 为核张量, 𝐔𝑘 ∈ St(𝑟𝑘, 𝑛𝑘)为具有正交列单位向量的因子矩
阵,并且 𝑟𝑘 = rank(𝐗(𝑘)).

图 1-4展示了一个三阶张量的 Tucker分解. 注意,对于张量 𝒳 = 𝒢 ×1 𝐔1 ×2
𝐔2 ⋯ ×𝑑 𝐔𝑑 其模态 𝑘展平矩阵满足

𝐗(𝑘) = 𝐔𝑘𝐆(𝑘) (𝐔𝑑 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐔𝑘+1 ⊗ 𝐔𝑘−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐔1)
⊤ = 𝐔𝑘𝐆(𝑘)((𝐔𝑗)⊗𝑗≠𝑘)⊤,

其中 (𝐔𝑗)⊗𝑗≠𝑘 ∶= 𝐔𝑑 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐔𝑘+1 ⊗ 𝐔𝑘−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐔1 for 𝑘 ∈ [𝑑]. 特别地,对于一
个 𝑑 阶张量𝒜,有如下等价关系,

𝒜 ∈
𝑑

⨂
𝑘=1

span(𝐔𝑘) ⟺ 𝒜 = 𝒞 ×𝑑
𝑘=1 𝐔𝑘, (1-5)

其中 𝒞 ∈ ℝ𝑟1×𝑟2×⋯×𝑟𝑑 .
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𝒳 =
𝐔1

𝒢 𝐔2

𝐔3

图 1-4一个三阶张量的 Tucker分解.
Figure 1-4 Tucker decomposition of a third-order tensor.

Tucker分解引入了一种不同的张量的秩. Kruskal [56]首先提出了张量 “𝑛-秩”
的概念,它也被称为多线性秩 (multilinear rank) [57]. 在 De Lathauwer等人 [58]提
出多线性 SVD 后, 𝑛-秩的概念获得了更多的关注. 张量的 𝑛-秩也被称为 Tucker
秩,对于一个张量 𝒳 ,其 Tucker秩定义为

ranktc(𝒳) ∶= 𝐫 = (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑑) = (rank(𝐗(1)), rank(𝐗(2)), … , rank(𝐗(𝑑))).

值得注意的是,张量的 Tucker秩是一个数组.

张量链分解 2011年, Oseledets [41]提出了张量链 (tensor train, TT)分解. 它在计
算物理中也被称为矩阵乘积态 (matrix product states, MPS) [20, 59]. TT分解形式
的核心思想是将一个 𝑑 阶张量 𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 分解为 𝑑 个 3阶张量.

定义 1.5 (张量链分解 [41]). 给定一个 𝑑 阶张量 𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ,张量链分解将
𝒳 分解为 𝑑 个核张量 𝒰𝑘 ∈ ℝ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 ,其中 𝒳 中的第 (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑)个元素可以
表示为

𝒳𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑑 = 𝐔1(𝑖1)𝐔2(𝑖2) ⋯𝐔𝑑(𝑖𝑑), (1-6)

这里 𝐔𝑘(𝑖𝑘) = 𝒰𝑘(∶, 𝑖𝑘, ∶)为 𝒰𝑘 的横向切面, 𝑘 ∈ [𝑑], 𝑟0 = 𝑟𝑑 = 1. 注意对于复数
域 ℂ张量链分解的定义类似.

事实上, 𝒰1和𝒰𝑑 均为矩阵,但是为了形式上的统一性,我们仍然使用张量的
符号表示它们. 下面我们引入第 𝑘展平矩阵以及接口矩阵的概念. 对于张量 𝒳 ∈
ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ,其第 𝑘展平矩阵定义为 𝐗⟨𝑘⟩ ∈ ℂ(𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑘)×(𝑛𝑘+1𝑛𝑘+2⋯𝑛𝑑 ), 𝑘 ∈ [𝑑 − 1]其
中

𝐗⟨𝑘⟩(𝑖1 +
𝑘

∑
𝑗=2

(𝑖𝑗 − 1)
𝑗−1

∏
ℓ=1

𝑛ℓ, 𝑖𝑘+1 +
𝑑

∑
𝑗=𝑘+2

(𝑖𝑗 − 1)
𝑗−1

∏
ℓ=𝑘+1

𝑛ℓ) = 𝒳(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑).
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张量 𝒳 的接口矩阵 𝐗≤𝑘与 𝐗≥𝑘+1定义为

𝐗≤𝑘(𝑖1 +
𝑘

∑
𝑗=2

(𝑖𝑗 − 1)
𝑗−1

∏
ℓ=1

𝑛ℓ, ∶) = 𝐔1(𝑖1)𝐔2(𝑖2) ⋯𝐔𝑘(𝑖𝑘),

𝐗≥𝑘+1(𝑖𝑘+1 +
𝑑

∑
𝑗=𝑘+2

(𝑖𝑗 − 1)
𝑗−1

∏
ℓ=𝑘+1

𝑛ℓ, ∶) = (𝐔𝑘+1(𝑖𝑘+1)𝐔𝑘+2(𝑖𝑘+2) ⋯𝐔𝑑(𝑖𝑑))⊤.

由此可得 𝐗⟨𝑘⟩ = 𝐗≤𝑘𝐗
⊤
≥𝑘+1并且接口矩阵可以通过如下递推方式构造:

𝐗≤𝑘 = (𝐈𝑛𝑘 ⊗ 𝐗≤𝑘−1)L(𝒰𝑘) 和 𝐗≥𝑘+1 = (𝐗≥𝑘+2 ⊗ 𝐈𝑛𝑘+1)R(𝒰𝑘+1)⊤. (1-7)

𝒳

𝒳(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑)

=

=

𝒰1

𝐔1(𝑖1)

𝒰2

𝐔2(𝑖2)

⋯

𝒰𝑑−1

𝐔𝑑−1(𝑖𝑑−1)

𝒰𝑑

𝐔𝑑(𝑖𝑑)

图 1-5一个张量的张量链分解.
Figure 1-5 Tensor train decomposition of a tensor.

张量链分解的示意图如图 1-5所示. 张量 𝒳 的张量链秩 (TT秩)定义为

rankTT(𝒳) ∶= (1, rank(𝐗⟨1⟩), rank(𝐗⟨2⟩), … , rank(𝐗⟨𝑑−1⟩), 1).

若张量 𝒳 = J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K满足对所有 𝑗 ∈ [𝑘 − 1],有 L(𝒰𝑗) ∈ Stℂ(𝑟𝑗 , 𝑟𝑗−1𝑛𝑗),
且对所有 𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, … , 𝑑,有 R(𝒰𝑗)⊤ ∈ Stℂ(𝑟𝑗−1, 𝑛𝑗𝑟𝑗),则称 𝒳 为 𝑘-正交张
量. 特别地,当 𝑘 = 𝑑 或 𝑘 = 1时, 𝒳 分别称为左正交或右正交张量. 由 [60, §3.1]
可知,任意张量 𝒳 都可以通过 QR分解实现左正交或右正交化. 正交化在 TT张
量的运算中扮演着十分重要的角色,详见第5章.
接下来我们介绍张量环 (tensor ring, TR)分解.

定义 1.6 (张量环分解 [42]). 给定一个 𝑑 阶张量 𝒳 ∈ ℝ𝑛1×⋯×𝑛𝑑 ,张量环分解,记为

𝒳 = J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K,

将 𝒳 表示为 𝑑 个三阶核张量的乘积形式,其中 𝒰𝑘 ∈ ℝ𝑟𝑘×𝑛𝑘×𝑟𝑘+1 , 𝑘 ∈ [𝑑],并约定
𝑟𝑑+1 = 𝑟1. 具体而言, 𝒳 在位置 (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑)处的元素可以表示为 𝑑 个矩阵乘积
的迹,即

𝒳(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) = tr (𝐔1(𝑖1)𝐔2(𝑖2) ⋯𝐔𝑑(𝑖𝑑)) ,

其中 𝐔𝑘(𝑖𝑘) = 𝒰𝑘(∶, 𝑖𝑘, ∶) ∈ ℝ𝑟𝑘×𝑟𝑘+1 表示核张量 𝒰𝑘 在第 𝑖𝑘 个索引处对应的侧向

切片矩阵, 𝑖𝑘 ∈ [𝑛𝑘].
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𝒳

𝒳(𝑖1, … , 𝑖𝑑)

=

=

𝒰1

tr (𝐔1(𝑖1)

𝒰2

𝐔2(𝑖2)

⋯

𝒰𝑑

𝐔𝑑(𝑖𝑑))

图 1-6一个张量的张量环分解.
Figure 1-6 Illustration of tensor ring decomposition of a tensor.

元组 𝐫 = (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑑)被称为张量环秩. 图 1-6展示了一个张量的张量环分
解.
根据迹算子的循环不变性,我们可以将张量环分解中张量 𝒳 的 (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑)

元素重写为如下形式:

tr(𝐔1(𝑖1) ⋯𝐔𝑑(𝑖𝑑)) = tr (𝐔𝑘(𝑖𝑘) ⋯𝐔𝑑(𝑖𝑑)𝐔1(𝑖1) ⋯𝐔𝑘−1(𝑖𝑘−1))
= ⟨vec(𝐔𝑘(𝑖𝑘)), vec((𝐔𝑘+1(𝑖𝑘+1) ⋯𝐔𝑑(𝑖𝑑)𝐔1(𝑖1) ⋯𝐔𝑘−1(𝑖𝑘−1))

⊤
)⟩ ,

其中, vec(⋅)表示矩阵张量的列向量化算子. 事实上, vec(𝐔𝑘(𝑖𝑘))⊤ 正是核张量 𝒰𝑘
的模态 2展平矩阵 (𝒰𝑘)(2) ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑟𝑘𝑟𝑘+1 的第 𝑖𝑘 行. 此外,对于给定的矩阵𝐖𝑘 ∈
ℝ𝑛𝑘×(𝑟𝑘𝑟𝑘+1)(其中 𝑛1, … , 𝑛𝑑 和 𝑟1, … , 𝑟𝑑 固定),模态二张量化算子将𝐖𝑘 映射为一

个张量 ten(2)(𝐖𝑘) ∈ ℝ𝑟𝑘×𝑛𝑘×𝑟𝑘+1 ,其定义为

ten(2)(𝐖𝑘)(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) ∶= 𝐖𝑘(𝑖2, 𝑖1 + (𝑖3 − 1)𝑟𝑘),

其中 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) ∈ [𝑟𝑘] × [𝑛𝑘] × [𝑟𝑘+1]. 可以验证, (ten(2)(𝐖𝑘))(2) = 𝐖𝑘 恒成立,因此
第二张量化算子是可逆的. 下面给出子链张量的定义.

定义 1.7 (子链张量). 子链张量 𝒰≠𝑘 ∈ ℝ𝑟𝑘×𝑛−𝑘×𝑟𝑘+1 通过其侧向切片矩阵来定义,
即

𝐔≠𝑘 (𝜋𝑘(𝑖1, … , 𝑖𝑘−1, 𝑖𝑘+1, … , 𝑖𝑑)) ∶=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑

∏
𝑗=𝑘+1

𝐔𝑗(𝑖𝑗)
𝑘−1

∏
𝑗=1

𝐔𝑗(𝑖𝑗)
⎞
⎟
⎟
⎠

⊤

, (1-8)

其中 (𝑖1, … , 𝑖𝑘−1, 𝑖𝑘+1, … , 𝑖𝑑) ∈ [𝑛1] × ⋯ × [𝑛𝑘−1] × [𝑛𝑘+1] × ⋯ × [𝑛𝑑],且 𝑘 ∈ [𝑑].

利用核张量 𝒰𝑘的模态 2展平矩阵 (𝒰𝑘)(2)以及定义 1.7中的子链张量,可以
将具有张量环分解形式的张量 𝒳 的模态 𝑘展平矩阵表示为两个较小矩阵的乘积
(见 [42, Theorem 3.5]),即

𝐗(𝑘) = 𝐖𝑘𝐖
⊤
≠𝑘,

其中𝐖𝑘 ∶= (𝒰𝑘)(2) ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑟𝑘𝑟𝑘+1 且𝐖≠𝑘 ∶= (𝒰≠𝑘)(2) ∈ ℝ𝑛−𝑘×𝑟𝑘𝑟𝑘+1 ,上式对所有
𝑘 ∈ [𝑑]均成立.
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1.3 低秩矩阵与张量构成的集合

设 𝑚, 𝑛, 𝑟为正整数,且满足 𝑟 ≤ min{𝑚, 𝑛}. 给定矩阵 𝐗 ∈ ℝ𝑚×𝑛,其像空间及
其正交补分别定义为 span(𝐗) ∶= {𝐗𝐲 ∶ 𝐲 ∈ ℝ𝑛} ⊆ ℝ𝑚 和 span(𝐗)⟂ ∶= {𝐲 ∈ ℝ𝑚 ∶
⟨𝐱, 𝐲⟩ = 0对所有的 𝐱 ∈ span(𝐗)}. 接下来我们介绍低秩矩阵、Tucker与 TT张量
所构成的集合及其相应的几何性质.

1.3.1 低秩矩阵构成的集合

秩为 𝑟的矩阵构成的集合 ℝ𝑚×𝑛
𝑟 ∶= {𝐗 ∈ ℝ𝑚×𝑛 ∶ rank(𝐗) = 𝑟}是一个光滑

流形 (详见 [61, 62]), 我们称之为矩阵流形. 秩不超过 𝑟 的矩阵构成的集合即为
ℝ𝑚×𝑛

≤𝑟 ∶= {𝐗 ∈ ℝ𝑚×𝑛 ∶ rank(𝐗) ≤ 𝑟}. 由于它能通过 (𝑟 + 1)阶余子式等于 0构造,
因此 ℝ𝑚×𝑛

≤𝑟 是一个代数簇,我们称之为矩阵代数簇.
接下来我们介绍矩阵流形与矩阵代数簇的几何性质. 切锥与法锥在矩阵代数

簇 ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟 上的优化问题中起着至关重要的作用. 因此, 我们在此给出矩阵代数簇

的切锥与法锥的显式表达式 (参见 [14, Proposition 2.1]以及 [63, Theorem 3.2]),如
下所示.

命题 1.1. 给定矩阵 𝐗 ∈ ℝ𝑚×𝑛
𝑟 ,它的秩为 𝑟 ≤ 𝑟. 矩阵 𝐗的一个紧奇异值分解 (thin

SVD)为 𝐗 = 𝐔Σ𝐕⊤, 这里 𝐔 ∈ St(𝑟, 𝑚), 𝐕 ∈ St(𝑟, 𝑛)以及 Σ = diag(𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑟)
满足 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟 > 0. 则对于所有满足 span(𝐔⟂) = span(𝐔)⟂ 的 𝐔⟂ ∈
St(𝑚 − 𝑟, 𝑚)以及满足 span(𝐕⟂) = span(𝐕)⟂的 𝐕⟂ ∈ St(𝑛 − 𝑟, 𝑛),我们有

T𝐗ℝ𝑚×𝑛
𝑟 =

{[𝐔 𝐔⟂] [
ℝ𝑟×𝑟 ℝ𝑟×(𝑛−𝑟)

ℝ(𝑚−𝑟)×𝑟 0 ] [𝐕 𝐕⟂]
⊤

}
,

N𝐗ℝ𝑚×𝑛
𝑟 =

{[𝐔 𝐔⟂] [
0 0
0 ℝ(𝑚−𝑟)×(𝑛−𝑟)] [𝐕 𝐕⟂]

⊤

}
,

T𝐗ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟 =

{[𝐔 𝐔⟂] [
ℝ𝑟×𝑟 ℝ𝑟×(𝑛−𝑟)

ℝ(𝑚−𝑟)×𝑟 ℝ(𝑚−𝑟)×(𝑛−𝑟)
≤(𝑟−𝑟) ] [𝐕 𝐕⟂]

⊤

}
,

N𝐗ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟 =

{
N𝐗ℝ𝑚×𝑛

𝑟 , 若 𝑟 = 𝑟;
{0}, 若 𝑟 < 𝑟

成立.

注意到满足 (𝐔⟂)⊤𝐔 = 0且 (𝐕⟂)⊤𝐕 = 0的 𝐔⟂与 𝐕⟂并非唯一,但命题 1.1中
的结论与具体选取的 𝐔⟂ 和 𝐕⟂ 无关. 事实上,从张量积的意义上看,切空间与法
空间可以唯一地表示为

T𝐗ℝ𝑚×𝑛
𝑟 = span(𝐔) ⊗ span(𝐕) + span(𝐔)⟂ ⊗ span(𝐕) + span(𝐔) ⊗ span(𝐕)⟂,

N𝐗ℝ𝑚×𝑛
𝑟 = span(𝐔)⟂ ⊗ span(𝐕)⟂.
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切空间与法空间的直和构成整个欧氏空间 ℝ𝑚×𝑛,即

ℝ𝑚×𝑛 = T𝐗ℝ𝑚×𝑛
𝑟 + N𝐗ℝ𝑚×𝑛

𝑟

= {[𝐔 𝐔⟂] [𝐕 𝐕⟂]
⊤

} + {[𝐔 𝐔⟂] [𝐕 𝐕⟂]
⊤

} ,

其中阴影方块表示任意矩阵,而空白方块表示元素全为零的矩阵.

度量投影 给定矩阵 𝐀 = ∑𝐼
𝑘=1 𝜎𝑘𝐮𝑘𝐯

⊤
𝑘 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝐼 ,其中 𝜎1 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝐼 > 0, 𝐮𝑘 ∈ ℝ𝑚

与 𝐯𝑘 ∈ ℝ𝑛为 𝐀的奇异向量. 矩阵 𝐀到矩阵代数簇 ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟 上的度量投影定义为

P≤𝑟(𝐀) ∶= arg min
𝐗∈ℝ𝑚×𝑛

≤𝑟

‖𝐀 − 𝐗‖2
F.

由 Eckart–Young定理可知,该度量投影是存在的,且可表示为

P≤𝑟(𝐀) =
{

𝐀, if 𝐼 ≤ 𝑟,
∑𝑟

𝑘=1 𝜎𝑘𝐮𝑘𝐯
⊤
𝑘 , if 𝐼 > 𝑟.

需要注意的是,当奇异值 𝜎𝑟 与 𝜎𝑟+1 相等时, P≤𝑟(𝐀)并非唯一,但在实际计算中始
终可以选取∑𝑟

𝑘=1 𝜎𝑘𝐮𝑘𝐯
⊤
𝑘 作为其一个代表. 当 rank(𝐀) ≥ 𝑟时,投影到固定秩流形

ℝ𝑚×𝑛
𝑟 上的度量投影 P𝑟(𝐀)等于 P≤𝑟(𝐀). 然而,当 rank(𝐀) < 𝑟时,矩阵 𝐀可以被秩
为 𝑟的矩阵任意逼近,因此 P𝑟(𝐀)不存在.
此外,根据命题 1.1,对于任意矩阵 𝐀 ∈ ℝ𝑚×𝑛,其到切空间与切锥的正交投影

分别为
PT𝐗ℝ𝑚×𝑛

𝑟 𝐀 = P𝐔𝐀P𝐕 + P⟂
𝐔𝐀P𝐕 + P𝐔𝐀P⟂

𝐕,

PT𝐗ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟

𝐀 = PT𝐗ℝ𝑚×𝑛
𝑟 𝐀 + P≤(𝑟−𝑟)(P⟂

𝐔𝐀P⟂
𝐕) .

(1-9)

在实际计算中, P⟂
𝐔𝐀P⟂

𝐕 可以通过如下方式高效计算: P⟂
𝐔𝐀P⟂

𝐕 = 𝐀 − 𝐔(𝐔⊤𝐀) −
(𝐀𝐕)𝐕⊤ + 𝐔(𝐔⊤𝐀𝐕)𝐕⊤.

1.3.2 低秩 Tucker张量构成的集合

在本节中,我们首先介绍固定秩 Tucker张量的集合构成的流形,然后介绍往
低秩集合上的度量投影.

固定秩 Tucker张量集合 由于ℳ𝐫 = {𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ ranktc(𝒳) = 𝐫}构成一
个光滑流形,其维数为 dim(ℳ𝐫) = 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑑 +∑𝑑

𝑘=1(𝑛𝑘𝑟𝑘 −𝑟2
𝑘), Koch和 Lubich [64]

给出了该流形在点 𝒳 处的切空间,其刻画如下:

T𝒳 ℳ𝐫 =
{

̇𝒢 ×1 𝐔1 ⋯ ×𝑑 𝐔𝑑 + ∑𝑑
𝑘=1 𝒢 ×𝑘 𝐔̇𝑘 ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 ∶

̇𝒢 ∈ ℝ𝑟1×𝑟2×⋯×𝑟𝑑 , 𝐔̇𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑟𝑘 , 𝐔̇⊤
𝑘𝐔𝑘 = 0 }

, (1-10)

其中 𝒢 ×𝑘 𝐔̇𝑘 ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 = 𝒢 ×1 𝐔1 ⋯ ×𝑘−1 𝐔𝑘−1 ×𝑘 𝐔̇𝑘 ×𝑘+1 𝐔𝑘+1 ⋯ ×𝑑 𝐔𝑑 .
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尽管张量的 Tucker 分解并不唯一 [38, §4.3], 上述对 T𝒳 ℳ𝐫 的参数化并不

依赖于某一特定的 Tucker 分解. 具体而言, 设 𝒳 的另一种 Tucker 分解为 𝒳 =
̆𝒢 ×𝑑

𝑘=1 𝐔̆𝑘并通过式 (1-10)构造相应的切空间 T̆𝒳 ℳ𝐫 ,其中 ̆𝒢 ∈ ℝ𝑟1×𝑟2×⋯×𝑟𝑑 , 𝐔̆𝑘 ∈
St(𝑟𝑘, 𝑛𝑘), 𝑘 ∈ [𝑑]. 只需证明 T𝒳 ℳ𝐫 = T̆𝒳 ℳ𝐫 . 注意到 span(𝐔𝑘) = span(𝐗(𝑘)) =
span(𝐔̆𝑘),因此存在 𝐐𝑘 ∈ 𝒪(𝑟𝑘),使得 𝐔̆𝑘 = 𝐔𝑘𝐐𝑘 和 ̆𝒢 = 𝒢 ×𝑑

𝑖=1 𝐐
⊤
𝑖 对 𝑘 ∈ [𝑑]成

立. 对任意 𝒱 ∈ T𝒳 ℳ𝐫 ,有

𝒱 = ̇𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐔𝑘 +

𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 𝐔̇𝑘 ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗

= ( ̇𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐐

⊤
𝑘 ) ×𝑑

𝑘=1 (𝐔𝑘𝐐𝑘) +
𝑑

∑
𝑘=1

(𝒢 ×𝑑
𝑖=1 𝐐

⊤
𝑖 ) ×𝑘 (𝐔̇𝑘𝐐𝑘) ×𝑗≠𝑘 (𝐔𝑗𝐐𝑗)

= ( ̇𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐐

⊤
𝑘 ) ×𝑑

𝑘=1 𝐔̆𝑘 +
𝑑

∑
𝑘=1

̆𝒢 ×𝑘 (𝐔̇𝑘𝐐𝑘) ×𝑗≠𝑘 𝐔̆𝑗 .

由于 ̇𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐐

⊤
𝑘 ∈ ℝ𝑟1×𝑟2×⋯×𝑟𝑑 , 𝐔̇𝑘𝐐𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑟𝑘 ,并且

(𝐔̇𝑘𝐐𝑘)⊤𝐔̆𝑘 = 𝐐⊤
𝑘 𝐔̇

⊤
𝑘𝐔𝑘𝐐𝑘 = 0,

可知 𝒱 ∈ T̆𝒳 ℳ𝐫 ,即满足式 (1-10)的刻画. 因此, T𝒳 ℳ𝐫 ⊆ T̆𝒳 ℳ𝐫 . 反向包含关系
同理成立,从而二者相等.

度量投影 给定张量 𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 , 其到有界秩 Tucker 张量集合 ℳ≤𝐫 ∶=
{𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ ranktc(𝒳) ≤ 𝐫}的度量投影定义为

P≤𝐫(𝒜) ∶= arg min
𝒳∈ℳ≤𝐫

‖𝒜 − 𝒳‖2
F. (1-11)

与矩阵情形不同,一般情况下 P≤𝐫(𝒜)并不存在显式表达 [58]. 然而,可以利用高
阶奇异值分解 (higher-order singular value decomposition, HOSVD) 构造一个拟最
优解. 具体而言, HOSVD依次将最佳秩 𝑟𝑘逼近算子 P𝑘

≤𝑟𝑘
作用在𝒜的每一个模态

上,即
PHO

≤𝐫 (𝒜) ∶= P𝑑
≤𝑟𝑑

(P𝑑−1
≤𝑟𝑑−1

⋯ (P1
≤𝑟1

(𝒜))), (1-12)

其中 P𝑘
≤𝑟𝑘

(𝒜) ∶= ten(𝑘)(𝐔̄𝑘𝐔̄
⊤
𝑘𝐀(𝑘)), 𝐔̄𝑘 为 𝐀(𝑘) 的前 𝑟𝑘 个奇异向量,并且 PHO

≤𝐫 与算

子 {P𝑘
≤𝑟𝑘

}𝑑
𝑘=1的施加顺序无关 [65, §3]. 由于如下拟优性不等式成立:

‖𝒜 − PHO
≤𝐫 (𝒜)‖F ≤ √𝑑‖𝒜 − P≤𝐫(𝒜)‖F. (1-13)

该结果可参见 [66, Lemma 2.6], 因此 HOSVD 可以作为到 ℳ≤𝐫 的一种近似投

影. 此外,我们还可以证明, HOSVD在 𝒳 的邻域内也是ℳ≤𝐫 上的一个收缩映射

(retraction).

12



第 1章 绪论

命题 1.2. 映射 RHO
𝒳 ∶ T𝒳 ℳ≤𝐫 → ℳ≤𝐫 , RHO

𝒳 (𝒱) ∶= PHO
≤𝐫 (𝒳 + 𝒱)是ℳ≤𝐫 上的一个

收缩映射.

证明. 我们只需证明 lim𝑡→0+(RHO
𝒳 (𝑡𝒱) − 𝒳 − 𝑡𝒱)/𝑡 = 0. 由于 𝒱 ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫 ,我们根

据 [67, Proposition 2]可得存在一条解析曲线 𝛾 ∶ [0, 𝜖) → ℳ≤𝐫 使得 𝛾(0) = 𝒳 以
及 ̇𝛾(0) = 𝒱 成立.
于是,由于 P≤𝐫(𝒳 + 𝑡𝒱)是点 𝒳 + 𝑡𝒱 到集合ℳ≤𝐫 上的正交投影,我们有

‖𝒳 + 𝑡𝒱 − P≤𝐫(𝒳 + 𝑡𝒱)‖F ≤ ‖𝒳 + 𝑡𝒱 − 𝛾(𝑡)‖F.

利用拟最优性 (1-13),我们可以得到

‖𝒳 + 𝑡𝒱 − RHO
𝒳 (𝑡𝒱)‖F ≤ √𝑑‖𝒳 + 𝑡𝒱 − P≤𝐫(𝒳 + 𝑡𝒱)‖F ≤ √𝑑‖𝒳 + 𝑡𝒱 − 𝛾(𝑡)‖F = 𝑜(𝑡),

因此 RHO
𝒳 是一个收缩映射.

最后, 给定张量 𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 , 其到切空间 T𝒳 ℳ𝐫 的正交投影可表示

为 [64, §2.3]

PT𝒳 ℳ𝐫𝒜 = 𝒜 ×𝑑
𝑘=1 P𝐔𝑘 +

𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 (P⟂
𝐔𝑘(𝒜 ×𝑗≠𝑘 𝐔⊤

𝑗 )(𝑘)
𝐆†

(𝑘)) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 , (1-14)

其中 𝐆†
(𝑘) = 𝐆⊤

(𝑘)(𝐆(𝑘)𝐆
⊤
(𝑘))

−1为 𝒢的模态 𝑘展平矩阵 𝐆(𝑘)的Moore–Penrose伪逆.

1.3.3 低秩 TT张量构成的集合

固定秩 TT张量集合 固定秩 TT张量所构成的集合为

ℳTT
𝐫 = {𝒳 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ rankTT(𝒳) = 𝐫} , (1-15)

该集合是 ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 的一个复子流形;参见 [68,定理 14]. 集合ℳTT
𝐫 在点 𝒳 =J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K ∈ ℳTT

𝐫 处的切空间有如下的参数化 (参见 [68, 69]):

T𝒳 ℳTT
𝐫 =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

J𝒰̇1, 𝒰2, 𝒰3, … , 𝒰𝑑K
+ J𝒰1, 𝒰̇2, 𝒰3, … , 𝒰𝑑K
⋮
+ J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑−1, 𝒰̇𝑑K

∶ 𝒰̇𝑘 ∈ ℂ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 , 𝑘 ∈ [𝑑],
L(𝒰̇𝑘)†L(𝒰𝑘) = 0, 𝑘 ∈ [𝑑 − 1]

⎫⎪
⎪
⎬
⎪
⎪⎭

.

(1-16)

度量投影 由 [69, Theorem 1] 可知, 若 𝒳 满足 rankTT(𝒳) = 𝐫 = (𝑟0, 𝑟1, … , 𝑟𝑑)
且 𝑟0 = 𝑟𝑑 = 1, 则可通过 𝑑 次奇异值分解得到其 TT分解 𝒳 = J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K
(等价地, 𝒳(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) = 𝐔1(𝑖1)𝐔2(𝑖2) ⋯𝐔𝑑(𝑖𝑑), 𝑖𝑘 ∈ [𝑛𝑘], 𝑘 ∈ [𝑑]) 其中核张量
𝒰𝑘 ∈ ℂ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 . 该过程称为 TT-SVD算法,见 [41, Algorithm 1]. 具体而言, TT-
SVD算法从第一展平矩阵 𝐗⟨1⟩ 出发,依次执行: 1)将张量重排为矩阵; 2)对该矩
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阵进行 SVD; 3)将分解结果重排以得到核张量 𝒰𝑘 及一个维数更小的张量;详见
图 5-2. TT-SVD算子 PTTSVD

𝐫 满足如下拟优性估计:

‖ PTTSVD
𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F ≤ √𝑑 − 1‖ PTT

𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F, (1-17)

其中 PTT
𝐫 (𝒜)表示𝒜在 TT格式下的最佳秩 𝐫 近似.

1.4 低秩矩阵与张量优化简介

由于低秩张量优化与低秩矩阵优化有着紧密的联系,我们在本节中将回顾已
有的低秩矩阵与低秩张量优化中的工作. 总体而言,针对低秩张量优化问题 (1-2),
主要存在三类不同的几何方法: 流形优化方法,代数簇优化方法以及参数化方法;
详见图 1-7.

低秩优化问题的几何方法

流形优化方法

min 𝑓(𝒳),
s. t. 𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑

𝐫

代数簇优化方法

min 𝑓(𝒳),
s. t. 𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑

≤𝐫

参数化方法 (ℳ, 𝜑): 𝜑(ℳ) = ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑
≤𝐫

min
𝑥

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝜑(𝑥)),

s. t. 𝑥 ∈ ℳ

图 1-7低秩矩阵与张量优化的三类几何方法.
Figure 1-7 Illustration of three types of geometric methods for low-rank optimization.

1.4.1 流形优化方法

在本节中,我们首先引入黎曼流形的基本记号以及几何对象 (如切空间,收缩
映射,向量传输算子等),然后我们介绍流形优化方法. 特别地,我们将介绍低秩矩
阵张量优化问题的流形优化方法.

黎曼流形的基本记号 乘积流形ℳ定义为若干流形的笛卡尔积,即

ℳ = ℳ1 × ℳ2 × ⋯ × ℳ𝐾 .

14
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值得注意的是当 𝐾 = 1 时, 乘积流形退化为单个流形, 下述数学记号仍然良定
义. 假设 ℳ 嵌入在欧氏空间 ℰ = ℰ1 × ℰ2 × ⋯ × ℰ𝐾 中, 该空间称为 ℳ 的环

境空间 (ambient space). 在点 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝐾 ) 处, ℳ 的切空间记为 T𝑥ℳ =
T𝑥1ℳ1 × T𝑥2ℳ2 × ⋯ × T𝑥𝐾 ℳ𝐾 ,相应的切向量记为 𝜂 = (𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝐾 ). 设每个流
形ℳ𝑘都配备一个黎曼度量 𝑔𝑘. 则乘积流形ℳ上的黎曼度量可以定义为

𝑔𝑥(𝜉, 𝜂) ∶= 𝑔1
𝑥1(𝜉1, 𝜂1) + 𝑔2

𝑥2(𝜉2, 𝜂2) + ⋯ + 𝑔𝐾
𝑥𝐾 (𝜉𝐾 , 𝜂𝐾 ),

其中 𝜉, 𝜂 ∈ T𝑥ℳ. 该度量诱导的范数定义为 ‖𝜂‖𝑥 ∶= √𝑔𝑥(𝜂, 𝜂). 给定向量 ̄𝜂 =
( ̄𝜂1, ̄𝜂2, … , ̄𝜂𝐾 ) ∈ T𝑥ℰ ≃ ℰ , 关于度量 𝑔 到切空间 T𝑥ℳ 的正交投影算子定义为

Π𝑔,𝑥( ̄𝜂) ∶= (Π𝑔1,𝑥1( ̄𝜂1), Π𝑔2,𝑥2( ̄𝜂2), … , Π𝑔𝐾 ,𝑥𝐾 ( ̄𝜂𝐾 )),其中 Π𝑔𝑘,𝑥𝑘 表示在度量 𝑔𝑘 下到

T𝑥𝑘ℳ𝑘 的正交投影算子,这里 𝑘 = 1, 2, … , 𝐾 . 记 Tℳ ∶= ∪𝑥∈ℳ T𝑥ℳ为ℳ的切

丛 (tangent bundle). 一个光滑映射 R ∶ Tℳ → ℳ若满足 R𝑥(0𝑥) = 𝑥和 DR𝑥(0𝑥) =
I𝑥 则称其为一个收缩映射 (retraction). 其中 0𝑥 ∈ T𝑥ℳ表示零切向量, DR𝑥(0𝑥)是
R𝑥 在 0𝑥 处的微分, I𝑥 ∶ T𝑥ℳ → T𝑥ℳ 是切空间上 T𝑥ℳ 的恒等算子. 乘积流
形 ℳ 上的收缩映射可以逐分量定义为 R𝑥(𝜂) ∶= (R1

𝑥1(𝜂1), R2
𝑥2(𝜂2), … , R𝐾

𝑥𝐾 (𝜂𝐾 )),
其中 R𝑘 是流形 ℳ𝑘 上的一个收缩映射. 向量传输算子 (vector transport) 记为
𝒯𝑦←𝑥 ∶ T𝑥ℳ → T𝑦ℳ其中 𝑥, 𝑦 ∈ ℳ.
设 𝑓 ∶ ℳ → ℝ是一个光滑函数. 在度量 𝑔 下, 𝑓 的黎曼梯度记为 grad𝑔𝑓(𝑥),

其定义为对任意 𝜂 ∈ T𝑥ℳ 唯一满足 𝑔𝑥(grad𝑔𝑓(𝑥), 𝜂) = D𝑓(𝑥)[𝜂] 的切向量, 其
中 D𝑓(𝑥)[𝜂]表示 𝑓 在 𝑥处沿方向 𝜂 的微分. 𝑓 在点 𝑥处、相对于度量 𝑔 的黎曼
Hessian算子定义为 Hess𝑔𝑓(𝑥)[𝜂] ∶= 𝜵𝜂grad𝑔𝑓 ,其中 𝜵表示ℳ上的 Levi–Civita
联络. 若ℳ是欧氏空间 ℰ 的一个黎曼子流形,则由 [70, Corollary 5.1.6]可得

Hesse𝑓(𝑥)[𝜂] = Πe,𝑥(D𝐺̄(𝑥)[𝜂]), (1-18)

其中 𝐺̄ 是 grade𝑓(𝑥)在ℳ邻域内的一个光滑延拓, grade𝑓(𝑥)和 Hesse𝑓(𝑥)分别
表示在欧氏度量下 𝑓 的黎曼梯度与黎曼 Hessian算子.

流形优化方法概述 通过组合上述的几何工具, 我们在算法 1和 2中分别展示黎
曼梯度法与黎曼共轭梯度法的算法框架. RGD和 RCG算法的收敛性可以参考文
献 [71, 72].
我们发现 RGD 和 RCG 算法中的黎曼梯度取决于给定的度量 𝑔. 也就是说,

不同的黎曼度量决定了不同的黎曼梯度. 此外, RGD和 RCG算法每步迭代的计
算量也取决于度量. 因此,选择一个合适的黎曼度量可以提升流形优化方法的算
法表现.

定义 1.8 (一阶稳定点). 设 𝑓 是定义在赋予度量 𝑔 的流形ℳ上的一个光滑函数.
若点 𝑥∗ ∈ ℳ满足 grad𝑔𝑓(𝑥∗) = 0,则称 𝑥∗为函数 𝑓 的一个一阶稳定点.

需要注意的是, 黎曼梯度的定义依赖于度量 𝑔, 而函数 𝑓 的一阶稳定点集合
却与度量的选择无关;见下述命题.
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算法 1黎曼梯度法 (RGD)
输入: 黎曼流形 (ℳ, 𝑔),初始点 𝑥(0) ∈ ℳ, 𝑡 = 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 计算 𝜂(𝑡) = −grad𝑔𝑓(𝑥(𝑡)).
3: 计算步长 𝑠(𝑡).
4: 更新 𝑥(𝑡+1) = R𝑥(𝑡)(𝑠(𝑡)𝜂(𝑡)); 𝑡 = 𝑡 + 1.
5: end while
输出: 𝑥(𝑡) ∈ ℳ.

算法 2黎曼共轭梯度法 (RCG)
输入: 黎曼流形 (ℳ, 𝑔),初始点 𝑥(0) ∈ ℳ, 𝑡 = 0, 𝛽(0) = 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 计算 𝜂(𝑡) = −grad𝑔𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝛽(𝑡)𝒯𝑥(𝑡)←𝑥(𝑡−1)𝜂(𝑡−1),这里 𝛽(𝑡)是共轭参数.
3: 计算步长 𝑠(𝑡).
4: 更新 𝑥(𝑡+1) = R𝑥(𝑡)(𝑠(𝑡)𝜂(𝑡)); 𝑡 = 𝑡 + 1.
5: end while
输出: 𝑥(𝑡) ∈ ℳ.

命题 1.3. 设 𝑓 是定义在流形ℳ上的一个光滑函数. 考虑两个黎曼流形 (ℳ, 𝑔)与
(ℳ, ̃𝑔),则对任意 𝑥 ∈ ℳ,有

𝑔𝑥(grad𝑔𝑓(𝑥), grad ̃𝑔𝑓(𝑥)) ≥ 0 且 ̃𝑔𝑥(grad𝑔𝑓(𝑥), grad ̃𝑔𝑓(𝑥)) ≥ 0.

等号成立当且仅当 𝑥是一个一阶稳定点. 此外, grad𝑔𝑓(𝑥) = 0当且仅当 grad ̃𝑔𝑓(𝑥) =
0.

证明. 只需证明第一个不等式, 另一个可采用相同的方法证明. 设 (𝒰 , 𝜑) 是流
形 ℳ 的一个坐标图, 𝐸𝑖 表示第 𝑖 个坐标向量场. 对于向量场 𝜁 = ∑𝑖 𝛼𝑖𝐸𝑖 和

𝜒 = ∑𝑖 𝛽𝑖𝐸𝑖,根据黎曼度量 𝑔的定义,有

𝑔𝑥(𝜁𝑥, 𝜒𝑥) = ∑
𝑖,𝑗

𝑔𝑖𝑗𝛼𝑖𝛽𝑗 = ̂𝜁⊤
𝑥̂ 𝐆𝑥̂ ̂𝜒𝑥̂,

其中 𝑥̂ ∶= 𝜑(𝑥), ̂𝜁𝑥̂ ∶= D𝜑(𝜑−1(𝑥̂))[𝜁𝑥], ̂𝜒𝑥̂ ∶= D𝜑(𝜑−1(𝑥̂))[𝜒𝑥], 而矩阵 𝐆𝑥̂ 的第

(𝑖, 𝑗)个元素为 𝑔𝑖𝑗 ∶= 𝑔(𝐸𝑖, 𝐸𝑗).
记 𝜁𝑥 ∶= grad𝑔𝑓(𝑥), 𝜒𝑥 ∶= grad ̃𝑔𝑓(𝑥). 由坐标表示形式 (参见 [71, §3.6])可知

̂𝜁𝑥̂ = 𝐆−1
𝑥̂ ∇ ̂𝑓 (𝑥̂), ̂𝜒𝑥̂ = 𝐆̃−1

𝑥̂ ∇ ̂𝑓 (𝑥̂),

其中 ̂𝑓 (𝑥̂) ∶= 𝑓 ∘ 𝜑−1(𝑥̂), ∇ ̂𝑓 表示 ̂𝑓 的欧氏梯度. 于是可得

𝑔𝑥(grad𝑔𝑓(𝑥), grad ̃𝑔𝑓(𝑥)) = ̂𝜁⊤
𝑥̂ 𝐆𝑥̂ ̂𝜒𝑥̂ = (∇ ̂𝑓 (𝑥̂))⊤𝐆̃−1

𝑥̂ ∇ ̂𝑓 (𝑥̂) ≥ 0.
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等号成立当且仅当∇ ̂𝑓 (𝑥̂) = 0,即 grad𝑔𝑓(𝑥) = grad ̃𝑔𝑓(𝑥) = 0. 此外,若 grad𝑔𝑓(𝑥) =
0,则有 ̂𝜁𝑥̂ = 0,从而

̂𝜒𝑥̂ = 𝐆̃−1
𝑥̂ ∇ ̂𝑓 (𝑥̂) = 𝐆̃−1

𝑥̂ 𝐆𝑥̂𝐆
−1
𝑥̂ ∇ ̂𝑓 (𝑥̂) = 𝐆̃−1

𝑥̂ 𝐆𝑥̂
̂𝜁𝑥̂ = 0,

即 grad ̃𝑔𝑓(𝑥) = 0.

函数 𝑓 的二阶稳定点定义如下.

定义 1.9 (二阶稳定点). 设 𝑓 是定义在赋予度量 𝑔 的流形ℳ上的一个光滑函数.
若 𝑥∗ ∈ ℳ是 𝑓 的一个一阶稳定点,并且 Hess𝑔𝑓(𝑥∗)为半正定,则称 𝑥∗ 为 𝑓 的
一个二阶稳定点. 进一步地,若 Hess𝑔𝑓(𝑥∗)为正定,则 𝑥∗是问题 (2-1)的一个局部
极小点.

需要注意的是, 二阶稳定点的集合在不同度量意义下也是不变的, 参见 [70,
Proposition 6.3]. 具体而言,若 𝑥∗是函数 𝑓 的一个二阶稳定点,则对于不同的度量
𝑔与 ̃𝑔,有 Hess𝑔𝑓(𝑥∗)为半正定当且仅当 Hess ̃𝑔𝑓(𝑥∗)为半正定.

流形优化方法的局部收敛性 我们从条件数的角度给出黎曼梯度法的局部收敛

性质. 在算法 1中,我们采用 Armijo回溯线搜索来计算步长.

定义 1.10 (Armijo回溯线搜索). 设 𝑓 是定义在赋予度量 𝑔的流形ℳ上的光滑函

数, 𝑥 ∈ ℳ为当前点, 𝜂 ∈ T𝑥ℳ为一个切向量, 𝑠0 > 0为初始步长,且 𝜌, 𝑎 ∈ (0, 1)
为给定常数. Armijo回溯线搜索的目标是找到最小的非负整数 ℓ,使得当 𝑠 = 𝜌ℓ𝑠0
时,下述条件成立:

𝑓(𝑥) − 𝑓(R𝑥(𝑠𝜂)) ≥ −𝑠𝑎𝑔𝑥(grad𝑔𝑓(𝑥), 𝜂). (1-19)

在流形优化中, 局部极小点 𝑥∗ 处黎曼 Hessian 算子的条件数对于黎曼方法
的局部收敛速率起着至关重要的作用; 参见 [71, Theorem 4.5.6] 和 [70, Theorem
4.20]. 黎曼 Hessian算子 Hess𝑔𝑓(𝑥∗)的条件数定义如下:

𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝑥∗)) ∶=
𝜆max(Hess𝑔𝑓(𝑥∗))
𝜆min(Hess𝑔𝑓(𝑥∗)) =

sup𝜂∈T𝑥∗ℳ 𝑞𝑥∗(𝜂)
inf𝜂∈T𝑥∗ℳ 𝑞𝑥∗(𝜂) , (1-20)

其中 𝜆min(Hess𝑔𝑓(𝑥∗))和 𝜆max(Hess𝑔𝑓(𝑥∗))分别表示 Hess𝑔𝑓(𝑥∗)的最小特征值和
最大特征值,并且

𝑞𝑥∗(𝜂) ∶=
𝑔𝑥∗(𝜂, Hess𝑔𝑓(𝑥∗)[𝜂])

𝑔𝑥∗(𝜂, 𝜂) (1-21)

表示 Rayleigh商,其依赖于度量 𝑔. 随后,可以仿照 [71, Theorem 4.5.6]的分析方
法,证明在乘积流形上采用 Armijo回溯线搜索 (1-19)的 RGD方法的局部收敛速
率.
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定理 1.4. 设 {𝑥(𝑡)}∞
𝑡=0 是由算法 1在回溯线搜索 (1-19)下生成并收敛到某一局部

极小点 𝑥∗的无限序列. 则存在 𝑇 > 0,使得对所有 𝑡 > 𝑇 ,有

𝑓(𝑥(𝑡)) − 𝑓(𝑥∗)
𝑓 (𝑥(𝑡−1)) − 𝑓(𝑥∗)

≤ 1 − min {2𝑎𝑠0𝜆min(Hess𝑔𝑓(𝑥∗)), 4𝑎(1 − 𝑎)𝜌
𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝑥∗))} .

值得注意的是,由式 (1-20)可知,不同的度量将导致不同的 𝜆min(Hess𝑔𝑓(𝑥∗))
和 𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝑥∗)),从而影响算法的局部收敛速率. 更具体地说,较小的条件数通
常意味着 RGD方法具有更快的局部收敛速度.

低秩矩阵张量优化已有的流形优化方法 低秩矩阵优化的第一类几何方法是在

光滑流形 ℝ𝑚×𝑛
𝑟 上最小化目标函数 𝑓 ,从而忽略秩亏矩阵集合 ℝ𝑚×𝑛

≤𝑟 \ℝ𝑚×𝑛
𝑟 ,即求解

问题

min 𝑓(𝐗),
s. t. 𝐗 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝑟 .

这个问题可以采用流形优化方法求解;相关工作可参见,例如 [14, 73]. 然而,由于
ℝ𝑚×𝑛

𝑟 不是闭集,当算法收敛到边界 ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟 \ℝ𝑚×𝑛

𝑟 上的点时,经典流形优化理论中建
立的收敛性结果 (例如 [74])将不再适用.
由于张量有多种不同的分解形式, 以及相应的几何错综复杂, 低秩张量优化

问题相比于矩阵情形更具有挑战. 针对 Tucker 分解, 由于固定秩的 Tucker 张量
构成的集合 ℳ𝐫 是 ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 的嵌入子流形 [57], 低秩优化问题可以类似表
述为在固定 Tucker 秩的张量流形上进行优化. 例如, Koch 和 Lubich [64] 给出
了ℳ𝐫 的切空间元素的显式表达式. Kressner 等人 [15] 提出了黎曼共轭梯度法
(GeomCG).针对分层 Tucker分解, Uschmajew和 Vandereycken [57]证明了固定秩
的分层 Tucker 张量构成的集合同样是一个流形, 并建立了其微分几何理论. Da
Silva等人 [75]利用了分层 Tucker张量的微分几何,设计了流形优化方法并应用
于张量补全问题. 针对张量链分解, Holtz等人 [69]证明了固定秩的 TT张量所构
成的集合是一个流形,并给出了切空间的显式参数化. Steinlechner [60]基于此提
出了黎曼共轭梯度法,并应用于张量补全问题. 针对求解低秩矩阵与张量优化问
题的几何优化方法,感兴趣的读者可以参见综述 [23]. 然而,与矩阵情形类似的是,
固定秩张量流形同样并非闭集.

1.4.2 代数簇上的优化方法

不同于在固定秩流形上进行优化,另一类方法是直接在集合ℳ≤𝐫 上最小化

目标函数 𝑓 ,即
min 𝑓(𝒳),
s. t. 𝒳 ∈ ℳ≤𝐫 .

(1-22)
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给定 ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 的一个非空子集 𝐶 , 𝐶 在点 𝒳 ∈ 𝐶 处的 Bouligand 切锥
(tangent cone)定义为

T𝒳 𝐶 ∶= {𝒱 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ ∃𝑡(𝑖) → 0, 𝐶中的点列𝒳 (𝑖) → 𝒳, s. t. 𝒳 (𝑖) − 𝒳
𝑡(𝑖) → 𝒱}.

称集合 N𝒳 𝐶 = (T𝒳 𝐶)∘ ∶= {𝒩 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ ⟨𝒩 , 𝒱⟩ ≤ 0对所有的 𝒱 ∈ T𝒳 𝐶}
为 𝐶 在点 𝒳 处的法锥. 注意,当 𝐶 为一个流形时,其切锥 T𝒳 𝐶(法锥 N𝒳 𝐶)分别
退化为 𝐶 在 𝒳 处的切空间和法空间. 若映射 R ∶ ⋃𝒳∈𝐶{𝒳} × T𝒳 𝐶 → 𝐶 若对任
意 𝒳 ∈ 𝐶 和 𝒱 ∈ T𝒳 𝐶 满足 lim𝑡→0+(R𝒳 (𝑡𝒱) − 𝒳 − 𝑡𝒱)/𝑡 = 0则称其为一个收缩映
射 [76, §3.1.2]. 接下来我们介绍关于问题 (1-22)的一阶稳定点的定义.

定义 1.11. 令 𝐶 = ℳ≤𝐫 , 若对所有 𝒱 ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫 都有 ⟨∇𝑓(𝒳), 𝒱⟩ ≥ 0 则称点
𝒳 ∈ ℳ≤𝐫 是优化问题 (1-22)的一个稳定点. 该条件等价于 −∇𝑓(𝒳) ∈ N𝒳 ℳ≤𝐫 或

等价地,投影负梯度满足 ‖ PT𝒳 ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳))‖F = 0.

接下来,我们介绍求解问题 (1-22)的已有方法. 针对矩阵情形, Jain等人 [77]
提出了用于低秩矩阵回归的迭代硬阈值方法. Schneider和 Uschmajew [63]考虑
在 ℝ𝑚×𝑛

𝑟 的闭包上最小化目标函数 𝑓 , 即在矩阵代数簇 ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟 = {𝐗 ∈ ℝ𝑚×𝑛 ∶

rank(𝐗) ≤ 𝑟}上进行优化,并提出了投影梯度法. 在该方法中,第 𝑡次迭代以步长
𝑠(𝑡)按如下方式更新:

𝐗(𝑡+1) = P≤𝑟(𝐗
(𝑡) + 𝑠(𝑡) PT𝐗(𝑡)ℝ𝑚×𝑛

≤𝑟
(−∇𝑓(𝐗(𝑡)))) ,

该更新过程涉及两次度量投影,分别投影到矩阵代数簇以及切锥上. 投影梯度法
的收敛性是在假设目标函数 𝑓 满足 Łojasiewicz 不等式的条件下证明的. Zhou
等人 [78] 在 ℝ𝑚×𝑛

≤𝑟 上设计了一种黎曼秩自适应方法, 并证明了其收敛性. 近期,
Hosseini和 Uschmajew [76]提出了一种用于一般实代数簇优化的梯度采样方法.
Gao和 Absil [79]利用切锥的几何刻画, 发展了一种用于低秩矩阵补全的黎曼秩
自适应方法, 该方法在低秩半定规划中同样表现出良好的效果 [80]. 更近期地,
Olikier和 Absil [81]在投影梯度法的基础上引入了一系列秩减机制,提出了一种
一阶算法, 并证明其任意聚点都是稳定点. 此外, Olikier等人 [82]进一步构建了
一个用于一般具有Whitney分层矩阵集合的一阶优化框架.

针对张量链分解, Kutschan [83]研究了张量链分解代数簇 (即有界 TT秩张量
构成的集合)的切锥显式表达式. Vermeylen等人 [84, 85]将其应用于设计基于张
量链分解的秩自适应算法. 而针对张量 Tucker分解,这方面的工作是非常稀少的,
Luo和 Qi [86]研究了问题 (1-22)的稳定性条件,如何在有界秩 Tucker张量集合上
设计算法是一个有趣但具有挑战的问题. 此外,在张量代数簇上进行优化的一大
困难在于其内在的非光滑性,这给收敛性分析带来了显著挑战. 具体而言,当算法
的聚点是秩亏点, 即属于 ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑

≤𝐫 \ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑
𝐫 时, 已建立的张量代数簇优化

中的局部收敛性结果将不再成立;参见 [63, 87].
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1.4.3 参数化方法

第三类方法基于参数化思想,其目标是规避代数簇所固有的非光滑性. 例如,
可以通过一个流形ℳ及一个光滑映射 𝜑 ∶ ℳ → ℳ≤𝐫 对可行集ℳ≤𝐫 进行参数

化,使得 𝜑(ℳ) = ℳ≤𝐫 . 由此,在ℳ≤𝐫 上最小化 𝑓 的问题可等价转化为在流形ℳ
上最小化复合函数 𝑓 ∘ 𝜑,即求解

min
𝑥∈ℳ

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝜑(𝑥)). (1-23)

光滑流形结构使得我们可以对问题 (1-23)直接应用流形优化方法求解 (相关综述
可参见 [70, 71]). 在理论层面, 若 𝑥 ∈ ℳ是 𝑓 ∘ 𝜑的一个二阶稳定点, 则 𝜑(𝑥) ∈
ℝ𝑚×𝑛

≤𝑟 是 𝑓 的一阶稳定点;详见 [88]. 在同一思路下, Levin等人 [89]提出了一个用
于在可行集 ℝ𝑚×𝑟 × ℝ𝑛×𝑟上最小化 𝑓 ∘ 𝜑的黎曼信赖域方法,称为“RTR-LR”. 近
年来,一种称为去奇异化的参数化方法被提出并研究 (见 [90–92]). 该参数化方法
引入了一个定义在 Grassmann流形 Gr(𝑛 − 𝑟, 𝑛)上的松弛变量 𝐏,用于刻画矩阵 𝐗
的零空间,从而构造出如下光滑流形:

ℳ(ℝ𝑚×𝑛, 𝑟) = {(𝐗,𝐏) ∶ 𝐗𝐏 = 0,𝐗 ∈ ℝ𝑚×𝑛,𝐏 ∈ Gr(𝑛 − 𝑟, 𝑛)}

并定义映射 𝜑 ∶ (𝐗,𝐏) ↦ 𝐗. Rebjock和 Boumal [92]在该流形上采用流形优化方
法,并给出了全局与局部收敛性保证. Yang等人 [93]进一步提出了一个基于去奇
异化的框架,用于在带有正交不变约束的情形下对 ℝ𝑚×𝑛

≤𝑟 进行优化.
我们同样可以通过参数化张量代数簇求解低秩张量优化问题 (1-22). 在张量

优化问题中,由于 CP张量相关的低秩逼近等优化问题是 NP难的 [33],并且固定
秩的 CP张量不再具有流形结构 [94],一个退而求其次的方法是通过秩 1张量构
成的流形 (该流形也被称为 Segre流形)的乘积,参数化固定秩的 CP张量,并在该
乘积流形上极小化目标函数. Swijsen等人 [95]将这种思想应用于求解张量补全
问题. 针对 Tucker分解, ℳ≤𝐫 中的张量可以通过 Tucker分解参数化为

ℳTucker = ℝ𝑟1×𝑟2×⋯×𝑟𝑑 × ℝ𝑛1×𝑟1 × ℝ𝑛2×𝑟2 × ⋯ × ℝ𝑛𝑑×𝑟𝑑 .

Kasai和Mishra [96]通过构造如下商流形,对固定秩流形ℳ𝐫 进行了参数化:

ℳquotient = ℝ𝑟1×⋯×𝑟𝑑 × St(𝑟1, 𝑛1) × ⋯ × St(𝑟𝑑 , 𝑛𝑑)/(𝒪(𝑟1) × ⋯ × 𝒪(𝑟𝑑)).

近年来, 有界秩矩阵的去奇异化为非光滑代数簇提供了一种光滑参数化方式, 从
而显著促进了流形优化方法的应用. 这一思想也启发了探索面向有界秩张量的去
奇异化方法;详见 [97].

1.4.4 低秩优化中的其他类型的方法

低秩优化中有一类非常重要的问题:低秩恢复. 给定矩阵𝐗∗上的观测𝒜(𝐗∗),
低秩恢复的目标是通过观测恢复完整的矩阵 𝐗∗,这里 𝒜 ∶ ℝ𝑛1×𝑛2 → ℝ𝑚 是一个
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线性映射. 事实上,低秩矩阵张量补全是低秩恢复的一个特例. 低秩恢复问题中,
一类很重要的方法是秩最小化方法,即在约束 𝒜(𝐗) = 𝒜(𝐗∗)下最小化矩阵 𝐗的
秩,以恢复 𝐗∗. 该问题在一般情形下是 NP-hard的 [98]. 作为替代方案, Fazel [99]
提出了核范数最小化方法,即最小化 𝐗的奇异值之和. 核范数是矩阵秩的一个凸
松弛,因此核范数最小化问题是一个凸优化问题. Recht等人 [100]证明了在满足
有限等距性质的假设下,核范数最小化能够恢复低秩矩阵;该性质最初由 Candès
和 Tao [101]在压缩感知中提出. Candès、Recht和 Tao [102–104]给出了 𝐗 = 𝐗∗

为核范数最小化问题唯一解的充分条件,并证明当从 [𝑛1] × [𝑛2]中以均匀随机方
式选取足够多的索引集 Ω 时 (即矩阵补全情形), 这些条件以高概率成立. 近期,
Ding和 Chen [105]利用留一法分析对矩阵补全中所需采样索引数量 |Ω|给出了
更优的估计. 需要指出的是, 核范数最小化通常要求完整存储矩阵 𝐗. 针对基于
Tucker 秩的核范数最小化问题, Gandy 等人 [106] 提出了交替方向乘子法. Yuan
和 Zhang [107]为此类核范数最小化问题建立了理论保证. Barak和 Moitra [108]
研究了含噪声的低秩张量补全问题,并提出了一种基于平方和分层的算法. 需要
注意的是,核范数最小化在张量情形下同样需要存储完整大小的张量.
此外,近期有许多的工作研究在其他额外约束条件下研究了低秩矩阵的几何

结构. 例如, Cason等人 [109]研究了具有单位 Frobenius范数约束的低秩矩阵集
合的几何性质; Rakhuba和 Oseledets [110]考虑了在带有单位范数约束的固定秩
矩阵集合上计算最小特征值的问题. 针对同时计算多个特征值的情形, Krumnow
等人 [111]在 Stiefel流形与低秩矩阵集合的交集上提出了一种迹最小化方法. 近
期, Yang等人 [93]分析了在正交不变约束下低秩矩阵代数簇的几何结构.

1.5 本文主要内容

本文主要从理论、算法与应用三个角度,系统地研究了低秩优化问题. 本文
剩余部分的内容安排如下所示.
在第二章中, 我们研究乘积流形优化问题, 旨在探索度量选择对流形优化方

法性能的影响,并探索如何通过精心设计度量以加速算法收敛. 我们为此提出了
一个黎曼预条件优化框架. 在该框架中,我们引入由算子定义的预条件度量,该算
子目标在于逼近目标函数黎曼Hessian算子的对角块,从而改善问题的条件数. 围
绕这一思想,我们提出了三类预条件算子的构造方式: 精确块对角预条件、左右
预条件以及高斯–牛顿型预条件. 进一步地,针对典型相关分析和截断奇异值分解
问题, 我们构造了与问题结构相匹配的新的预条件黎曼度量, 并在理论上证明了
所提出方法在这些问题上的加速效果. 我们将高斯–牛顿型预条件引入到张量环
补全问题中,并给出了一种高效的流形优化算法. 通过在上述应用中的系统数值
实验,本文验证了所提出方法的有效性,实验结果表明: 精细地设计黎曼度量的确
能够显著提升流形优化方法的性能.
在第三章中,我们提出了一类基于张量环分解的张量补全问题的黎曼预条件

算法. 在张量环分解中,我们在由各核张量的模态 2展平矩阵所构成的乘积空间
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上构造了一种新的黎曼度量. 该度量的构造目标是通过其对角块来近似目标函数
的 Hessian,并提出了预条件度量下的黎曼梯度法和黎曼共轭梯度法. 我们证明了
这两种算法均全局收敛到一个稳定点. 在算法实现方面,我们充分利用了张量结
构, 采用了一种经济的计算策略, 避免了梯度计算过程中大规模矩阵的显式构造
与运算,从而显著降低了计算成本. 在人工合成数据集和多种真实数据集 (包括电
影评分数据、高光谱图像以及高维函数)上的数值实验结果表明,所提出的算法
在性能上优于现有方法.
在第四章中, 我们对 Tucker张量代数簇 (即有界秩 Tucker张量构成的集合)

展开系统研究. 相比于已被充分研究的矩阵代数簇的几何结构, Tucker张量代数
簇的几何性质是更加复杂的. 我们给出了 Tucker张量代数簇切锥的显式参数化
表示,并利用其几何结构,针对在 Tucker张量代数簇上的优化问题,提出了具有理
论收敛性保证的、基于梯度相关搜索方向的线搜索方法. 我们通过将负梯度近似
投影到切锥得到搜索方向,避免了计算无显式表达的度量投影. 在实际应用中,低
秩张量优化普遍面临秩参数难以可靠选取的问题. 为此,我们结合所得到的几何
结构,提出了一种 Tucker秩自适应方法,该方法能够在迭代过程中自动识别合适
的秩参数,同时仍然有收敛性保证. 在合成数据集和真实数据集上的张量补全问
题的数值实验结果表明, 所提出的方法在恢复性能方面优于其他代表性的方法.
此外, 秩自适应方法在不同秩参数设定下均表现出最优性能, 并且确实能够识别
出合适的 Tucker秩参数.
在第五章中,我们研究了单位 Frobenius范数的低秩张量的几何与应用. 事实

上, 这类型的张量是科学计算和量子物理等领域中的基础研究对象, 它们能够用
于表示归一化的特征向量以及纯量子态. 尽管张量链分解为处理高维问题提供
了一种强有力的低秩表示格式,但该分解形式本身并不能内在地保证单位范数约
束. 为此,我们引入了归一化张量链分解 (NTT),其目标是在张量列格式下,用单
位范数张量来逼近给定的张量. NTT 分解的低秩结构不仅能够节省存储和计算
开销,同时还能够保持张量所固有的单位范数结构. 本文证明了固定秩 NTT张量
的集合构成一个光滑流形, 并推导了其对应的几何结构, 从而为几何优化方法的
提出奠定了理论基础. 在此基础上,我们将其应用于低秩张量恢复问题、高维特
征值问题、稳定子秩的估计以及量子信道最小输出 Rényi-2熵的计算. 数值实验
结果表明, 所提出的基于 NTT的方法在计算效率和可扩展性方面均表现出显著
优势.
最后一章总结了全文的主要内容,并探讨了在后续工作中值得继续研究的问

题.
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第 2章 乘积流形上的预条件方法

2.1 引言

我们考虑定义在乘积流形上的优化问题:

min
𝑥∈ℳ

𝑓(𝑥), (2-1)

其中 𝑓 是一个光滑的目标函数,搜索空间ℳ是一个乘积流形,即

ℳ ∶= ℳ1 × ℳ2 × ⋯ × ℳ𝐾 ,

其中ℳ𝑘 是一个光滑流形 (𝑘 = 1, 2, … , 𝐾), 𝐾 为正整数. 乘积流形上的优化在诸
多问题中具有广泛应用,包括奇异值分解 [112]、联合近似张量对角化问题 [113]、
脑电信号 (EEG)协方差矩阵的降维 [114],以及典型相关分析 [115]. 此外,相较于
直接在完整规模的矩阵或张量上进行优化,矩阵与张量分解能将矩阵或张量分解
为若干较小的块, 使得我们能够利用乘积流形上的优化问题 (2-1)建模低秩优化
问题 [17, 95, 96, 116–118].

相关工作与研究动机 流形优化通过利用黎曼流形ℳ 的几何结构来设计算法,
已在诸多领域展现出应用潜力. 针对问题 (2-1), 可以构造多种流形优化方法, 例
如黎曼梯度法和黎曼共轭梯度法. 流形优化的综述可参见文献 [70, 71].
由于不同的度量会诱导不同的黎曼梯度, 从而产生不同的流形优化方法, 人

们自然会关心: 流形优化方法的性能在多大程度上依赖于度量 𝑔的选择？此外,在
局部极小点 𝑥∗处,目标函数的黎曼 Hessian算子的条件数 𝜅 ∶= 𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝑥∗))会
影响流形优化中梯度类方法的局部收敛性质. 例如,在欧几里得情形 (即ℳ = ℝ𝑛)
下, 针对对称正定线性系统, 最速下降法和共轭梯度法的渐近局部线性收敛因子
分别为 (𝜅 − 1)/(𝜅 + 1)和 (√𝜅 − 1)/(√𝜅 + 1),见 [4, Theorem 3.3, Theorem 5.5]. 在一
般情形下, 黎曼梯度法的渐近局部线性收敛率已被证明为 1 − 1/𝒪(𝜅), 参见 [119,
Chapter 7, Theorem 4.2]、[71, Theorem 4.5.6]以及 [70, Theorem 4.20]. 需要注意的
是,选择合适的黎曼度量 𝑔可以显著降低条件数. 基于上述观察,一个自然的问题
是:

是否可以通过 “精细”选择黎曼度量,从而加速流形优化方法?

下面的例子给出了一个肯定的回答.

例 2.1. 考虑如下优化问题:

min 𝑓(𝐱) ∶= −𝐛⊤𝐱, s. t. 𝐱 ∈ ℳ𝐁 ∶= {𝐱 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝐱⊤𝐁𝐱 = 1},
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其中 𝐁 ∈ ℝ𝑛×𝑛 为对称正定矩阵, 𝐛 ∈ ℝ𝑛. 约束集ℳ𝐁 是一个椭球面. 该问题具有
显式解 𝐱∗ = 𝐁−1𝐛/‖𝐁−1𝐛‖𝐁,其中 ‖𝐱‖2

𝐁 ∶= 𝐱⊤𝐁𝐱. 我们考察一族黎曼度量

𝑔𝜆,𝐱(𝜉, 𝜂) ∶= ⟨𝜉, (𝜆𝐈𝑛 + (1 − 𝜆)𝐁)𝜂⟩,

其中 𝜉和 𝜂为切向量, 𝜆 ∈ ℝ使得 𝜆𝐈𝑛 + (1 − 𝜆)𝐁为正定矩阵. 在该族度量下, 𝑓 在
𝐱 ∈ ℳ𝐁处的黎曼梯度为

grad𝑔𝜆𝑓(𝐱) = −(𝐈𝑛 −
𝐁−1

𝜆 𝐁𝐱𝐱⊤𝐁
𝐱⊤𝐁𝐁−1

𝜆 𝐁𝐱
)𝐁−1

𝜆 𝐛 = −𝐁−1
𝜆 𝐛 +

𝐱⊤𝐁𝐁−1
𝜆 𝐛

𝐱⊤𝐁𝐁−1
𝜆 𝐁𝐱

𝐁−1
𝜆 𝐁𝐱,

这是通过命题 2.4 得出的. 随后, 在度量 𝑔𝜆 下, RGD 的更新公式为 𝐱(𝑡+1) =
𝐱̄(𝑡)/‖𝐱̄(𝑡)‖𝐁, 其中 𝐱̄(𝑡) = 𝐱(𝑡) − 𝑠(𝑡)grad𝑔𝜆𝑓(𝐱(𝑡)), 此处我们采用了极分解作为收缩
映射 [115, (3.3)]. 𝑓 在 𝐱∗处沿 𝜂 ∈ T𝐱∗ℳ𝐁方向的黎曼 Hessian为:

Hess𝑔𝜆𝑓(𝐱∗)[𝜂] = Π𝑔𝜆,𝐱∗(Dgrad𝑔𝜆𝑓(𝐱∗)[𝜂]) = Π𝑔𝜆,𝐱∗(‖𝐁−1𝐛‖𝐁𝐁𝜆
−1𝐁𝜂),

这是因为 grad𝑔𝜆𝑓(𝐱∗) = Π𝑔𝜆,𝐱∗(−𝐁−1
𝜆 𝐛) = 0. 于是 Rayleigh商 (1-21)由下式给出:

𝑞(𝜂) = ‖𝐁−1𝐛‖𝐁 ⋅ ⟨𝜂,𝐁𝜂⟩
⟨𝜂,𝐁𝜆𝜂⟩ 对于𝜂 ∈ T𝐱∗ℳ𝐁.

因此,我们可以按照与命题 2.5相同的方式计算 Hess𝑔𝜆𝑓(𝐱∗)的条件数. 注意到如
果 𝜆 = 0, Rayleigh商将退化为常数 ‖𝐁−1𝐛‖𝐁,因此 𝜅𝑔0(Hess𝑔0𝑓(𝐱∗)) = 1.
图 2-1 展示了该度量族对黎曼梯度法 (RGD) 以及 Hess𝑔𝜆𝑓(𝐱∗) 条件数的影

响. 左图比较了在欧氏度量 𝑔1,𝐱(𝜉, 𝜂) = ⟨𝜉, 𝜂⟩与非欧氏度量 𝑔0,𝐱(𝜉, 𝜂) = ⟨𝜉,𝐁𝜂⟩下
RGD生成的迭代序列,可以观察到在度量 𝑔0 下算法具有更快的收敛速度. 此外,
右图表明条件数随度量的选择而变化,且度量 𝑔0对应的条件数最小.

我们来梳理通过构造合适度量以提升流形优化方法性能的已有工作. 例如,
Mishra和 Sepulchre在 [120]中提出了黎曼预条件方法,用于求解可行集具有流形
结构的等式约束优化问题. 该工作中采用的非欧氏度量来源于拉格朗日函数的欧
氏 Hessian算子,然而在实际应用中,欧氏 Hessian算子的显式构造往往是代价高
昂的. 作为一种替代方案,在矩阵与张量补全问题中,研究者采用块对角近似来构
造黎曼度量 [17, 96, 117, 118, 121]. 具体而言,利用张量分解所固有的块结构,通
过提取目标函数 Hessian算子的对角块来构造度量,并证明了在这些度量下的流
形优化方法具有良好的计算效率. 近年来, Shustin与 Avron [115, 122]进一步提出
了一种用于广义 Stiefel流形的预条件度量,该度量通过利用局部极小点处的黎曼
Hessian算子来构造.

此外,还有一些工作通过其他方式将预条件思想引入流形优化中. Boumal与
Absil [116] 在矩阵补全问题中构造了用于近似黎曼 Hessian 算子的预条件算子.
Kressner等人 [18]通过构造类拉普拉斯算子,提出了用于求解张量方程的预条件
Richardson迭代和近似 Newton方法. 近期, Tong等人 [123]提出了用于低秩矩阵
ScaledGD方法. Bian等人 [124]提出了一种用于低秩矩阵恢复的预条件黎曼梯度
法. Hamed与 Hosseini [125]则在新的黎曼度量下,提出了一种用于低多线性秩逼
近的黎曼坐标下降方法.
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图 2-1左图: 在 𝐁 = diag(22, 32, 1)且 𝐛 = (1, 1, 1)的情形下,黎曼梯度法在两种不同度量下生
成的迭代序列. 右图: 当 𝜆 ∈ (−1/8, 1]时, Hess𝑔𝜆

𝑓(𝐱∗)的条件数. 蓝色标记表示欧几里得
度量,绿色标记表示缩放度量.

Figure 2-1 Left: sequences generated by the Riemannian gradient descent method under
two metrics for 𝐁 = diag(22, 32, 1) and 𝐛 = (1, 1, 1). Right: the condition number of
Hess𝑔𝜆

𝑓(𝐱∗) for 𝜆 ∈ (−1/8, 1]. Blue marker: the Euclidean metric; green marker: the
scaled metric.

本章主要内容 我们针对乘积流形上的优化问题 (2-1), 系统研究了通过构造黎
曼预条件度量来提升流形优化方法性能的理论与方法. 首先,针对乘积流形ℳ =
ℳ1 × ℳ2 × ⋯ × ℳ𝐾 ,我们提出了一种统一的预条件度量构造框架,即通过在切空
间上设计自伴随、正定的线性算子 ℋ̄(𝑥),使所构造的黎曼度量能够有效近似目标
函数的二阶信息,从而改善黎曼 Hessian算子的条件数并加速算法收敛. 图 2-2展
示了我们如何在乘积流形上构造黎曼度量.

ℳ1

ℰ1

×

ℳ2

ℰ2

× ×⋯

ℳ𝐾

ℰ𝐾

=ℳ

𝑔𝑥(𝜉, 𝜂) = 𝑔1
𝑥1(𝜉1, 𝜂1) + 𝑔2

𝑥2(𝜉2, 𝜂2) + ⋯ + 𝑔𝐾
𝑥𝐾 (𝜉𝐾 , 𝜂𝐾 )

= ⟨𝜉1, ℋ̄1(𝑥)[𝜂1]⟩ + ⟨𝜉2, ℋ̄2(𝑥)[𝜂2]⟩ + ⋯ + ⟨𝜉𝐾 , ℋ̄𝐾 (𝑥)[𝜂𝐾 ]⟩

图 2-2乘积流形ℳ上的预条件度量的构造.
Figure 2-2 A new metric on the product manifold ℳ.

具体而言, 本章提出了三类预条件策略: 1) 精确块对角预条件方法, 利用黎
曼 Hessian算子的对角块构造度量,避免显式计算完整 Hessian算子；2)左右预条
件方法,在对角块不正定的情形下,通过构造正定算子对线性项进行近似；3)高
斯–牛顿型预条件方法, 面向最小二乘问题, 基于一阶导数构造相应的黎曼度量.
基于上述预条件度量, 我们构造并分析了黎曼梯度法和黎曼共轭梯度法, 给出了
与条件数相关的收敛性结果,并表明该框架能够统一解释多种已有的黎曼预条件
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方法. 表2-1展示了如何用我们的框架解释已有的预条件方法.

表 2-1已有的能被预条件度量框架解释的工作. “∗”: 非奇异矩阵与张量; RGN:黎曼高斯牛
顿法; CCA:典型相关分析.

Table 2-1 Existing and our works interpreted by preconditionedmetrics. “∗”: non-sigular ma-
trices or tensors; RGN: Riemannian Gauss–Newton; CCA: canonical correlation analy-
sis.

问题 方法 搜索空间ℳ 类别

矩阵补全 [121] RGD, RCG, RTR ℝ𝑚×𝑟
∗ × ℝ𝑛×𝑟

∗ 精确块对角

矩阵回归 [123] ScaledGD ℝ𝑚×𝑟
∗ × ℝ𝑛×𝑟

∗ 精确块对角

Tucker张量补全 [120] RCG ×3
𝑘=1St(𝑟𝑘, 𝑛𝑘) × ℝ𝑟1×𝑟2×𝑟3 精确块对角

CP张量补全 [117] RGD, RCG ×𝐾
𝑘=1ℝ𝑛𝑘×𝑟 精确块对角

TT张量补全 [118] RGD, RCG, RGN ×𝐾
𝑘=1ℝ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘

∗ 精确块对角

TR张量补全 [17] RGD, RCG ×𝐾
𝑘=1ℝ𝑛𝑘×𝑟𝑘−1𝑟𝑘 精确块对角

CCA [115, 126] RCG StΣ𝑥𝑥
(𝑚, 𝑑𝑥) × StΣ𝑦𝑦

(𝑚, 𝑑𝑦) 左右预条件

CCA (本章) RGD, RCG StΣ𝑥𝑥
(𝑚, 𝑑𝑥) × StΣ𝑦𝑦

(𝑚, 𝑑𝑦) 左右预条件

SVD (本章) RGD, RCG St(𝑝, 𝑚) × St(𝑝, 𝑛) 左右预条件

TR张量补全 (本章) 高斯牛顿法 ×𝐾
𝑘=1ℝ𝑛𝑘×𝑟𝑘−1𝑟𝑘 高斯–牛顿型

在应用方面,我们将所提出的预条件框架应用于典型相关分析、截断奇异值
分解以及张量环补全问题. 在这些问题中,我们构造了新的黎曼预条件度量,并计
算了相应问题在局部极小点处黎曼Hessian算子的条件数. 数值实验结果表明,所
提出的预条件度量能够显著改善条件数, 从而有效加速流形优化算法, 同时保持
与现有方法相当的计算复杂度.

2.2 在乘积流形上设计预条件度量

我们首先提出一个在乘积流形ℳ上构造预条件度量的一般框架,其核心思
想是构造一个算子 ℋ̄(𝑥),用于近似黎曼 Hessian算子的对角块. 随后,我们进一步
提出三种具体方法来构造算子 ℋ̄(𝑥).
一般而言,我们首先通过在环境空间 ℰ 上设计一个作用于切丛 Tℰ 的自伴且

正定的线性算子 ℋ̄,从而为 ℰ 赋予一个度量 ̄𝑔. 该度量的目标是近似目标函数的
二阶信息,即

̄𝑔𝑥(𝜉, 𝜂) = ⟨𝜉, ℋ̄(𝑥)[𝜂]⟩ ≈ ⟨𝜉, Hesse𝑓(𝑥)[𝜂]⟩ 对所有𝜉, 𝜂 ∈ T𝑥ℳ. (2-2)

随后,基于黎曼子流形的观点, ℳ上的黎曼度量 𝑔由 ℰ 上的度量 ̄𝑔自然诱导得到.
由于ℳ = ℳ1 × ℳ2 × ⋯ × ℳ𝐾 是一个乘积流形,根据 [70, Example 5.19],函数 𝑓
在点 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝐾 )处、沿方向 𝜂 = (𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝐾 )的黎曼 Hessian算子具有
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如下的分块结构:

Hesse𝑓(𝑥)[𝜂] = (𝐻11(𝑥)[𝜂1] + 𝐻12(𝑥)[𝜂2] + ⋯ + 𝐻1𝐾 (𝑥)[𝜂𝐾 ],
𝐻21(𝑥)[𝜂1] + 𝐻22(𝑥)[𝜂2] + ⋯ + 𝐻2𝐾 (𝑥)[𝜂𝐾 ],

⋮
𝐻𝐾1(𝑥)[𝜂1] + 𝐻𝐾2(𝑥)[𝜂2] + ⋯ + 𝐻𝐾𝐾 (𝑥)[𝜂𝐾 ]),

(2-3)

这里当 𝑖 = 𝑗 时, 𝐻𝑖𝑗(𝑥)[𝜂𝑗]表示 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, ⋅, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝐾 )在点 𝑥𝑖 处沿方向 𝜂𝑖
的欧几里得Hessian算子,即𝐻𝑖𝑗(𝑥)[𝜂𝑗] ∶= Hesse𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, ⋅, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝐾 )(𝑥𝑖)[𝜂𝑖]；
当 𝑖 ≠ 𝑗 时, 𝐻𝑖𝑗(𝑥)[𝜂𝑗] 表示映射 𝐺𝑖 关于第 𝑗 个变量的导数作用在 𝜂𝑗 上, 即
𝐻𝑖𝑗(𝑥)[𝜂𝑗] ∶= D𝐺𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑗−1,⋅, 𝑥𝑗+1, … , 𝑥𝐾 )(𝑥𝑗)[𝜂𝑗]. 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1,⋅, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝐾 )
表示将函数 𝑓 限制在流形 ℳ𝑖 上所得到的函数. 算子 𝐺𝑖 ∶ ℳ → T𝑥𝑖ℳ𝑖 给

出了上述限制函数在点 𝑥𝑖 处的黎曼梯度. 将 𝐺𝑖 限制在 ℳ𝑗 上, 可得到映射
𝐺𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑗−1, ⋅, 𝑥𝑗+1, … , 𝑥𝐾 ) ∶ ℳ𝑗 → T𝑥𝑖ℳ𝑖. 基于黎曼子流形的理论, 函数 𝑓
在 𝑥 ∈ ℳ处关于度量 𝑔的黎曼梯度可以按照 [71, (3.37)]中的方法进行计算.

命题 2.1. 设 (ℳ, 𝑔)为 (ℰ, ̄𝑔)的一个嵌入子流形. 给定函数 𝑓 ∶ ℳ → ℝ以及其光
滑延拓 ̄𝑓 ∶ ℰ → ℝ,则函数 𝑓 在 𝑥 ∈ ℳ处的黎曼梯度可通过下式计算:

grad𝑔𝑓(𝑥) = Π𝑔,𝑥(ℋ̄(𝑥)−1[∇ ̄𝑓 (𝑥)]),

这里 Π𝑔,𝑥 ∶ T𝑥ℰ ≃ ℰ → T𝑥ℳ 为关于度量 𝑔 的往 T𝑥ℳ 上正交投影算子, 以及
∇ ̄𝑓 (𝑥)为 ̄𝑓 的欧氏梯度.

结合式 (2-2)与命题 2.1可以看出,算子 ℋ̄(𝑥)在计算黎曼梯度的过程中起到
了预条件的作用. 因此,我们将度量 𝑔 称为预条件度量,并将 ℋ̄ 称为相应的预条
件子. 采用预条件度量的思想可以被视为一种加速流形优化方法的通用框架. 接
下来,我们将基于该框架设计若干构造算子 ℋ̄(𝑥)的具体方法.

2.2.1 精确块对角预条件

相比于通过计算式 (2-3)中的所有分块 𝐻𝑖𝑗(𝑥)以获取完整的黎曼 Hessian算
子 Hesse𝑓(𝑥), 我们希望在算法效率与计算代价之间进行权衡, 为此, 我们仅利用
对角块𝐻11, 𝐻22, … , 𝐻𝐾𝐾 来构造一种更加经济的度量.
回顾一下,乘积流形ℳ上的黎曼度量可以表示为各分量流形上度量之和,即

对于 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝐾 ), 𝜂 = (𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝐾 ) ∈ T𝑥ℳ,有 𝑔𝑥(𝜉, 𝜂) = ∑𝐾
𝑘=1 𝑔𝑘

𝑥𝑘(𝜉𝑘, 𝜂𝑘).
设 𝐻̄𝑘𝑘(𝑥) ∶ T𝑥𝑘ℰ𝑘 → T𝑥𝑘ℰ𝑘 是对角块 𝐻𝑘𝑘 在环境空间上的一个光滑延拓, 其中
𝑘 = 1, 2, … , 𝐾 . 如果 𝐻̄11, 𝐻̄22, … , 𝐻̄𝐾𝐾 在环境空间 ℰ 上都是正定的,则可以直接
利用这些对角块来构造算子 ℋ̄,即

ℋ̄(𝑥)[𝜂] = (ℋ̄1(𝑥)[𝜂1], … , ℋ̄𝐾 (𝑥)[𝜂𝐾 ]) = (𝐻̄11(𝑥)[𝜂1], … , 𝐻̄𝐾𝐾 (𝑥)[𝜂𝐾 ]). (2-4)
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因此,度量

𝑔𝑥(𝜉, 𝜂) = 𝑔1
𝑥1(𝜉1, 𝜂1) + 𝑔2

𝑥2(𝜉2, 𝜂2) + ⋯ + 𝑔𝐾
𝑥𝐾 (𝜉𝐾 , 𝜂𝐾 )

= ⟨𝜉1, 𝐻̄11(𝑥)[𝜂1]⟩ + ⟨𝜉2, 𝐻̄22(𝑥)[𝜂2]⟩ + ⋯ + ⟨𝜉𝐾 , 𝐻̄𝐾𝐾 (𝑥)[𝜂𝐾 ]⟩

在ℳ上是良定的黎曼度量,从而得到所谓的精确块对角 (exact block-diagonal)预
条件方法. 需要指出的是, 当至少有一个对角块 𝐻̄11, 𝐻̄22, … , 𝐻̄𝐾𝐾 不正定时, 上
述精确块对角预条件方法将不再适用. 在实际应用中, 可以通过引入正则化项
𝛿𝑘ℐ𝑘(𝑥)来解决这一问题,其中 ℐ𝑘(𝑥) ∶ T𝑥𝑘ℰ𝑘 → T𝑥𝑘ℰ𝑘 为恒等算子, 𝛿𝑘 > 0为正则
化参数,从而保证算子 𝐻̄𝑘𝑘(𝑥) + 𝛿𝑘ℐ𝑘(𝑥)为正定.
与包含 𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝐾 之间交叉项的黎曼 Hessian算子 (2-3)不同, 式 (2-4)中

的算子 ℋ̄(𝑥)具有严格的块对角结构. 因此,结合命题 2.1,函数 𝑓 ∶ ℳ → ℝ在点
𝑥 ∈ ℳ处的黎曼梯度可以在各个分块上分别计算.

命题 2.2. 设ℳ = ℳ1 × ℳ2 × ⋯ × ℳ𝐾 是一个具有度量 𝑔的乘积流形. 给定一个
函数 𝑓 ∶ ℳ → ℝ以及其光滑延拓 ̄𝑓 ∶ ℰ → ℝ, 𝑓 在 𝑥处的黎曼梯度为

grad𝑔𝑓(𝑥) = (Π𝑔1,𝑥1(ℋ̄1(𝑥)−1[𝜕1 ̄𝑓 (𝑥)]),
Π𝑔2,𝑥2(ℋ̄2(𝑥)−1[𝜕2 ̄𝑓 (𝑥)]),

⋮
Π𝑔𝐾 ,𝑥𝐾 (ℋ̄𝐾 (𝑥)−1[𝜕𝐾 ̄𝑓 (𝑥)])),

(2-5)

这里 Π𝑔𝑘,𝑥𝑘 为关于度量 𝑔𝑘 的往 T𝑥𝑘ℳ𝑘 上正交投影算子, 𝑘 = 1, 2, … , 𝐾 , 以及
𝜕𝑘 ̄𝑓 (𝑥)为函数 𝑓 关于变量 𝑥𝑘的部分导数.

值得注意的是, 利用对角块来构造合适的度量与数值线性代数中的块雅克
比 (block-Jacobi)预条件方法 [127]密切相关. 具体而言, 给定一个对称正定矩阵
𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛,块雅克比预条件的目标是构造一个可逆的块对角矩阵

𝐃 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐃11
𝐃22

⋱
𝐃𝐾𝐾

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈ ℝ𝑛×𝑛,

其中𝐃𝑘𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑛𝑘 , 𝑘 = 1, 2, … , 𝐾 ,且满足 𝑛1+𝑛2+⋯+𝑛𝐾 = 𝑛. 该预条件子使得条
件数 𝜅2(𝐃𝐀𝐃⊤) ∶= 𝜆max(𝐃𝐀𝐃⊤)/𝜆min(𝐃𝐀𝐃⊤) 降低. 现在我们考虑二次函数的最
小化问题min𝐱∈ℝ𝑛 𝑓(𝐱) ∶= 1

2𝐱
⊤𝐀𝐱. 我们可以在乘积流形ℝ𝑛 = ℝ𝑛1 ×ℝ𝑛2 ×⋯×ℝ𝑛𝐾

上构造如下预条件度量:

𝑔𝐱(𝜉, 𝜂) ∶=
𝐾

∑
𝑘=1

⟨𝜉𝑘, (𝐃⊤
𝑘𝑘𝐃𝑘𝑘)−1𝜂𝑘⟩ = ⟨𝜉, (𝐃⊤𝐃)−1𝜂⟩.
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给定 𝐱 ∈ ℝ𝑛,由命题 2.2以及黎曼Hessian算子的定义可得 grad𝑔𝑓(𝐱) = (𝐃⊤𝐃)𝐀𝐱,
Hess𝑔𝑓(𝐱) = (𝐃⊤𝐃)𝐀. 因此,其 Rayleigh商可表示为

𝑞𝐱(𝜂) =
𝑔𝐱(𝜂, Hess𝑔𝑓(𝐱)[𝜂])

𝑔𝐱(𝜂, 𝜂) = ⟨𝜂,𝐀𝜂⟩
⟨𝜂, (𝐃⊤𝐃)−1𝜂⟩

̃𝜂∶=𝐃−⊤𝜂======== ⟨ ̃𝜂, (𝐃𝐀𝐃⊤) ̃𝜂⟩
⟨ ̃𝜂, ̃𝜂⟩ ,

其中 𝜂 ∈ T𝐱ℝ𝑛 ≃ ℝ𝑛. 由式 (1-20)可知

𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐱)) =
sup𝜂∈T𝐱ℳ 𝑞𝐱(𝜂)
inf𝜂∈T𝐱ℳ 𝑞𝐱(𝜂) = 𝜆max(𝐃𝐀𝐃⊤)

𝜆min(𝐃𝐀𝐃⊤)
= 𝜅2(𝐃𝐀𝐃⊤).

因此,旨在降低 𝜅2(𝐃𝐀𝐃⊤)的块雅克比预条件,与在 ℝ𝑛 上选取合适的预条件度量

以降低函数 𝑓 的黎曼 Hessian 算子条件数 𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐱)) 在本质上是等价的. 此
外,矩阵补全与张量补全中的多种预条件策略也可以解释为本文提出的精确块对
角预条件方法；具体细节见第 2.5节.

2.2.2 左右预条件方法

一般而言,在块对角预条件中, 𝐻̄11, 𝐻̄22, … , 𝐻̄𝐾𝐾 在环境空间 ℰ 上并不一定
是正定的. 因此,我们需要对这些项构造合适的近似.
具体地,我们假设 ℰ 是一个由矩阵构成的直积空间,并且 𝐻𝑘𝑘(𝑥)[𝜂𝑘]中包含

一个线性项 𝐌̄𝑘,1(𝑥)𝜂𝑘𝐌̄𝑘,2(𝑥),其中 𝐌̄𝑘,1(𝑥)和 𝐌̄𝑘,2(𝑥)在固定 𝑥 ∈ ℰ 时为方阵. 结
合黎曼 Hessian算子 (2-3)的表达式,我们通过该线性项 𝐌̄𝑘,1(𝑥)𝜂𝑘𝐌̄𝑘,2(𝑥)来近似
对角块𝐻𝑘𝑘(𝑥),具体做法是构造一个算子 ℋ̄𝑘(𝑥) ∶ T𝑥𝑘ℰ𝑘 → T𝑥𝑘ℰ𝑘,使其满足

⟨𝜉𝑘, ℋ̄𝑘(𝑥)[𝜂𝑘]⟩ = ⟨𝜉𝑘,𝐌𝑘,1(𝑥)𝜂𝑘𝐌𝑘,2(𝑥)⟩ ≈ ⟨𝜉𝑘, 𝐻𝑘𝑘(𝑥)[𝜂𝑘]⟩ 对于𝜉𝑘, 𝜂𝑘 ∈ T𝑥𝑘ℳ𝑘,

其中𝐌𝑘,𝑗(𝑥) = (sym(𝐌̄𝑘,𝑗(𝑥))2 + 𝛿𝐈)1/2, 𝑗 = 1, 2, sym(𝐀) ∶= (𝐀 + 𝐀⊤)/2,并且 𝛿 > 0
用以保证正定性. 在此基础上,我们在 T𝑥ℳ上定义如下的左右预条件的度量

𝑔𝑥(𝜉, 𝜂) = 𝑔1
𝑥1(𝜉1, 𝜂1) + ⋯ + 𝑔𝐾

𝑥𝐾 (𝜉𝐾 , 𝜂𝐾 )
= ⟨𝜉1,𝐌1,1(𝑥)𝜂1𝐌1,2(𝑥)⟩ + ⋯ + ⟨𝜉𝐾 ,𝐌𝐾,1(𝑥)𝜂𝐾𝐌𝐾,2(𝑥)⟩. (2-6)

注意到,对于所有 𝑥 ∈ ℰ , 𝐌𝑘,𝑗(𝑥)都是光滑且正定的,因此 (2-6)给出了一个良定
义的黎曼度量. 相应的黎曼梯度也可以通过命题 2.2来计算,因为算子 ℋ̄ 是逐块
定义的.
我们采用上述左右预条件策略来加速典型相关分析 (CCA)中的流形优化方

法, 具体细节见 2.3节. 在实际应用中, 为了节省计算成本, 也可以只采用左预条
件或右预条件. 2.4节中展示了我们如何为截断奇异值分解 (SVD)构造右预条件.
值得注意的是, 如果在 (2-6)中算子 𝐌𝑘,𝑗 的选取不当, 则在该度量下的黎曼方法
甚至可能比在欧几里得度量下表现更差；参见 2.3.4节. 尽管如此,针对 CCA和
SVD所设计的预条件度量确实能够改善 Hess𝑓(𝑥)的条件数, 从而加速流形优化
方法；参见命题 2.7.
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2.2.3 高斯–牛顿型预条件方法

如果 (2-1)中的目标函数满足 𝑓(𝑥) ∶= 1
2‖𝐹 (𝑥)‖2

F,其中𝐹 ∶ ℳ → ℝ𝑛是光滑函

数且 D𝐹 (𝑥)为单射,则可以考虑算子 ℋ̄(𝑥) = (D𝐹 (𝑥))∗ ∘ D𝐹 (𝑥)以近似 Hesse𝑓(𝑥),
并构造预条件度量如下:

𝑔𝑥(𝜉, 𝜂) = ⟨𝜉, ℋ̄(𝑥)[𝜂]⟩ = ⟨𝜉, ((D𝐹 (𝑥))∗ ∘ D𝐹 (𝑥))[𝜂]⟩ ≈ ⟨𝜉, Hesse𝑓(𝑥)[𝜂]⟩, (2-7)

其中 (D𝐹 (𝑥))∗ 是 D𝐹 (𝑥) 的伴随算子. 高斯–牛顿型预条件不再是块对角预条件,
因为 ℋ̄(𝑥)包含了 𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝐾之间的交叉项. 因此,黎曼梯度可以直接由命题 2.1
得到.
事实上,使用度量 𝑔 的黎曼梯度法恰好就是黎曼高斯–牛顿方法 [71, §8.4.1],

其中在 𝑥(𝑡) ∈ ℳ处的搜索方向 𝜂(𝑡) ∈ T𝑥(𝑡)ℳ由以下高斯–牛顿方程计算:

⟨D𝐹 (𝑥(𝑡))[𝜉], D𝐹 (𝑥(𝑡))[𝜂(𝑡)]⟩ + ⟨D𝐹 (𝑥(𝑡))[𝜉], 𝐹 (𝑥(𝑡))⟩ = 0 对于所有的𝜉 ∈ T𝑥(𝑡)ℳ,

或 ((D𝐹 (𝑥(𝑡)))∗ ∘ D𝐹 (𝑥(𝑡)))[𝜂(𝑡)] = −(D𝐹 (𝑥(𝑡)))∗[𝐹 (𝑥(𝑡))]. 由 D𝐹 (𝑥(𝑡))的单射性可得

𝜂(𝑡) = −((D𝐹 (𝑥(𝑡)))∗ ∘ D𝐹 (𝑥(𝑡)))−1[(D𝐹 (𝑥(𝑡)))∗[𝐹 (𝑥(𝑡))]],

这也是以下最小二乘问题的解:

min
𝜂∈T𝑥(𝑡)ℳ

1
2⟨D𝐹 (𝑥(𝑡))[𝜂], D𝐹 (𝑥(𝑡))[𝜂]⟩ + ⟨D𝐹 (𝑥(𝑡))[𝜂], 𝐹 (𝑥(𝑡))⟩. (2-8)

由于 ⟨D𝐹 (𝑥(𝑡))[𝜂(𝑡)], 𝐹 (𝑥(𝑡))⟩ = D𝑓(𝑥(𝑡))[𝜂(𝑡)] = D ̄𝑓 (𝑥(𝑡))[𝜂(𝑡)] = ⟨∇ ̄𝑓 (𝑥(𝑡)), 𝜂(𝑡)⟩,
其中 ̄𝑓 ∶ ℰ → ℝ是 𝑓 的光滑延拓,式(2-8)等价于

min
𝜂∈T𝑥(𝑡)ℳ

1
2⟨ℋ̄(𝑥(𝑡))[𝜂], 𝜂⟩ + ⟨∇ ̄𝑓 (𝑥(𝑡)), 𝜂⟩. (2-9)

根据 [120]可得知方程(2-9)的解为 𝜂(𝑡) = −grad𝑔𝑓(𝑥(𝑡)). 换句话说, 黎曼高斯–牛
顿方法可以被理解为使用度量 𝑔的黎曼梯度法. 因此,我们将该框架称为高斯–牛
顿型预条件,它可以应用于张量补全问题；具体细节见 2.5节.

注. 取定 ℋ̄(𝑥)为函数 𝑓 在点 𝑥 ∈ ℳ处欧氏度量下的黎曼Hessian算子Hesse𝑓(𝑥).
若 Hesse𝑓(𝑥)对称正定, 则度量 𝑔𝑥(𝜉, 𝜂) = ⟨𝜉, Hesse𝑓(𝑥)[𝜂]⟩被称为 Hessian度量,
参见 [128]. 此时黎曼梯度的反方向 −grad𝑔𝑓(𝑥)正是在欧氏度量意义下的黎曼牛
顿方向;参考 [129, Proposition 4.1]以及 [120, Proposition 2.1]. 注意我们此处提出
的高斯牛顿类的预条件方法是与 Hessian度量不同的,这是因为式 (2-7)仅利用了
黎曼 Hessian算子的部分信息.

2.3 在典型相关分析的应用

在本节中, 我们将我们提出的预条件框架应用于典型相关分析 (CCA) 问题.
我们将提出一个新的左右预条件子,并证明在新度量下的黎曼 Hessian算子的条
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件数的确相比于其他度量变得更小. 我们通过数值实验验证了新的度量加速了流
形优化方法.
考虑两个数据矩阵 𝐗 ∈ ℝ𝑛×𝑑𝑥 以及 𝐘 ∈ ℝ𝑛×𝑑𝑦 ,它们由 𝑛个样本以及分别 𝑑𝑥,

𝑑𝑦个变量构成. CCA的目标是选择 𝑚个权重 𝐮1, … , 𝐮𝑚 ∈ ℝ𝑑𝑥 与 𝐯1, … , 𝐯𝑚 ∈ ℝ𝑑𝑦

使得变换后的数据矩阵 𝐗𝐔以及 𝐘𝐕有着最高的相关性,这里 𝐔 = [𝐮1, … , 𝐮𝑚]以
及 𝐕 = [𝐯1, … , 𝐯𝑚]. CCA可以被写为建模在两个广义 Stiefel流形乘积上的优化
问题,即

min
𝐔,𝐕

𝑓(𝐔,𝐕) ∶= −tr(𝐔⊤Σ𝑥𝑦𝐕𝐍), s. t. (𝐔,𝐕) ∈ ℳ = ℳ1 × ℳ2, (2-10)

这里 Σ𝑥𝑥 ∶= 𝐗⊤𝐗 + 𝜆𝑥𝐈𝑑𝑥 , Σ𝑦𝑦 ∶= 𝐘⊤𝐘 + 𝜆𝑦𝐈𝑑𝑦 , 𝜆𝑥, 𝜆𝑦 ≥ 0为正则化参数, Σ𝑥𝑦 ∶=
𝐗⊤𝐘, ℳ1 ∶= StΣ𝑥𝑥(𝑚, 𝑑𝑥) = {𝐔 ∈ ℝ𝑑𝑥×𝑚 ∶ 𝐔⊤Σ𝑥𝑥𝐔 = 𝐈𝑚}和ℳ2 ∶= StΣ𝑦𝑦(𝑚, 𝑑𝑦)
为广义 Stiefel流形,以及 𝐍 ∶= diag(𝜇1, 𝜇2, … , 𝜇𝑚)满足 𝜇1 > 𝜇2 > ⋯ > 𝜇𝑚 > 0.
问题 (2-10)中的目标函数 𝑓 也被称为 von Neumann 目标函数 [130]. 问题 (2-10)
有如下的显式解

(𝐔∗,𝐕∗) = (Σ−1/2
𝑥𝑥 𝐔̄, Σ−1/2

𝑦𝑦 𝐕̄), (2-11)

这里 𝐔̄ ∶= [𝐮̄1, … , 𝐮̄𝑚]和 𝐕̄ ∶= [ ̄𝐯1, … , ̄𝐯𝑚]为矩阵 Σ−1/2
𝑥𝑥 Σ𝑥𝑦Σ−1/2

𝑦𝑦 的前 𝑚个左右奇
异向量. 矩阵 Σ−1/2

𝑥𝑥 Σ𝑥𝑦Σ−1/2
𝑦𝑦 最大的 𝑚个奇异值 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑚 > 0被称为典

型相关系数. 我们的目标是通过在ℳ 上提出新的预条件度量, 用流形优化方法
求解问题 (2-10).

2.3.1 左预条件方法

给定切向量 𝜉, 𝜂 ∈ T(𝐔,𝐕)ℳ, Shustin和 Avron在文献 [115, §4.2]中提出为流
形ℳ赋予如下的黎曼度量

𝑔(𝐔,𝐕)(𝜉, 𝜂) ∶= ⟨𝜉1, Σ𝑥𝑥𝜂1⟩ + ⟨𝜉2, Σ𝑦𝑦𝜂2⟩, (2-12)

其中,切空间 T(𝐔,𝐕)ℳ的定义是 T(𝐔,𝐕)ℳ ≃ T𝐔ℳ1 × T𝐕ℳ2以及

T𝐔ℳ1 = {𝐔𝜴1 + 𝐔Σ𝑥𝑥⟂𝐊1 ∶ 𝜴1 ∈ ℝ𝑚×𝑚, 𝜴⊤
1 = −𝜴1,𝐊1 ∈ ℝ(𝑑𝑥−𝑚)×𝑚} (2-13)

是广义 Stiefel 流形 ℳ1 的切空间, 其维数为 𝑚𝑑𝑥 − 𝑚(𝑚 + 1)/2. 矩阵 𝐔Σ𝑥𝑥⟂ ∈
ℝ𝑑𝑥×(𝑑𝑥−𝑚) 满足 (𝐔Σ𝑥𝑥⟂)⊤Σ𝑥𝑥𝐔Σ𝑥𝑥⟂ = 𝐈𝑑𝑥−𝑚 和 𝐔⊤Σ𝑥𝑥𝐔Σ𝑥𝑥⟂ = 0. 切空间 T𝐕ℳ2 的

定义类似.
在我们的统一框架下, 这一度量等价于设 (2-6) 中的算子为 ℋ̄1(𝐔,𝐕)[𝜂1] =

Σ𝑥𝑥𝜂1 和 ℋ̄2(𝐔,𝐕)[𝜂2] = Σ𝑦𝑦𝜂2,它们具有左预条件的效果. 相对于度量 𝑔,将向量
̄𝜂 ∈ T(𝐔,𝐕)ℰ ≃ ℰ 投影到切空间 T(𝐔,𝐕)ℳ上的正交投影算子可表示为 Π𝑔,(𝐔,𝐕)( ̄𝜂) =

( ̄𝜂1 − 𝐔 sym(𝐔⊤Σ𝑥𝑥 ̄𝜂1), ̄𝜂2 − 𝐕 sym(𝐕⊤Σ𝑦𝑦 ̄𝜂2)),这里 ℰ = ℝ𝑑𝑥×𝑚 × ℝ𝑑𝑦×𝑚 是流形ℳ
的环境空间. 因此,由 (2-5)可得黎曼梯度为

grad𝑔𝑓(𝐔,𝐕) = ( − Σ−1
𝑥𝑥Σ𝑥𝑦𝐕𝐍 + 𝐔 sym(𝐔⊤Σ𝑥𝑦𝐕𝐍),

− Σ−1
𝑦𝑦 Σ⊤

𝑥𝑦𝐔𝐍 + 𝐕 sym(𝐕⊤Σ⊤
𝑥𝑦𝐔𝐍)).

(2-14)
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由于流形优化方法的局部收敛速度与条件数 𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) 密切相关
(参见定理 1.4),我们首先利用 (1-18)计算函数 𝑓在点 (𝐔,𝐕)处沿方向 𝜂 = (𝜂1, 𝜂2) ∈
T(𝐔,𝐕)ℳ的黎曼 Hessian算子,得到

Hess𝑔𝑓(𝐔,𝐕)[𝜂] = Π𝑔,(𝐔,𝐕)(𝜂1 sym(𝐔⊤Σ𝑥𝑦𝐕𝐍) + 𝐔 sym(𝜂⊤
1 Σ𝑥𝑦𝐕𝐍)

+ 𝐔 sym(𝐔⊤Σ𝑥𝑦𝜂2𝐍) − Σ−1
𝑥𝑥Σ𝑥𝑦𝜂2𝐍,

𝜂2 sym(𝐕⊤Σ⊤
𝑥𝑦𝐔𝐍) + 𝐕 sym(𝜂⊤

2 Σ⊤
𝑥𝑦𝐔𝐍)

+ 𝐕 sym(𝐕⊤Σ⊤
𝑥𝑦𝜂1𝐍) − Σ−1

𝑦𝑦 Σ⊤
𝑥𝑦𝜂1𝐍),

(2-15)

进而我们可以计算 Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)的条件数.

命题 2.3. 设 𝜎1 > 𝜎2 > ⋯ > 𝜎𝑚+1 ≥ ⋯ ≥ 𝜎min{𝑑𝑥,𝑑𝑦} 为矩阵 Σ−1/2
𝑥𝑥 Σ𝑥𝑦Σ−1/2

𝑦𝑦 的奇异

值. 则有

𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) =
max {

1
2(𝜇1 + 𝜇2)(𝜎1 + 𝜎2), 𝜇1(𝜎1 + 𝜎𝑚+1)}

min{min𝑖,𝑗∈[𝑚],𝑖≠𝑗
1
2(𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)(𝜎𝑖 − 𝜎𝑗), 𝜇𝑚(𝜎𝑚 − 𝜎𝑚+1)}

.

证明. 由于 (𝐔∗,𝐕∗)是 𝑓的一个稳定点,由 (𝐔∗)⊤Σ𝑥𝑦𝐕∗ = Σ以及 grad𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗) =
0可知

Σ−1
𝑥𝑥Σ𝑥𝑦𝐕∗ = 𝐔∗Σ 和 Σ−1

𝑦𝑦 Σ⊤
𝑥𝑦𝐔∗ = 𝐕∗Σ, (2-16)

其中 Σ = diag(𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑚),并且 𝜎1 > 𝜎2 > ⋯ > 𝜎𝑚 是矩阵 Σ−1/2
𝑥𝑥 Σ𝑥𝑦Σ−1/2

𝑦𝑦 的前

𝑚个最大奇异值. 因此,由 (2-13)、(2-15)以及 (2-16)可得

𝑔(𝐔∗,𝐕∗)(𝜂, Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)[𝜂]) = ⟨𝜂1, Σ𝑥𝑥𝜂1Σ𝐍⟩ + ⟨𝜂1, Σ𝑥𝑥𝐔∗ sym(𝜂⊤
1 Σ𝑥𝑦𝐕∗𝐍)⟩

+ ⟨𝜂1, Σ𝑥𝑥𝐔∗ sym((𝐔∗)⊤Σ𝑥𝑦𝜂2𝐍)⟩ − ⟨𝜂1, Σ𝑥𝑦𝜂2𝐍⟩
+ ⟨𝜂2, Σ𝑦𝑦𝜂2Σ𝐍⟩ + ⟨𝜂2, Σ𝑦𝑦𝐕∗ sym(𝜂⊤

2 Σ⊤
𝑥𝑦𝐔∗𝐍)⟩

+ ⟨𝜂2, Σ𝑦𝑦𝐕∗ sym((𝐕∗)⊤Σ⊤
𝑥𝑦𝜂1𝐍)⟩ − ⟨𝜂2, Σ⊤

𝑥𝑦𝜂1𝐍⟩
= ⟨𝜂1, Σ𝑥𝑥𝜂1Σ𝐍⟩ − 2⟨𝜂1, Σ𝑥𝑦𝜂2𝐍⟩ + ⟨𝜂2, Σ𝑦𝑦𝜂2Σ𝐍⟩

其中 𝜂 = (𝜂1, 𝜂2) ∈ T(𝐔∗,𝐕∗)ℳ.
我们证明的目标是计算 Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)的条件数. 为此, 我们利用 (1-21)计

算 Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)的 Rayleigh商,并分别估计其上界与下界. 首先, Rayleigh商可
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写为

𝑞(𝜂) =
⟨𝜂1, Σ𝑥𝑥𝜂1Σ𝐍⟩ − 2⟨𝜂1, Σ𝑥𝑦𝜂2𝐍⟩ + ⟨𝜂2, Σ𝑦𝑦𝜂2Σ𝐍⟩

⟨𝜂1, Σ𝑥𝑥𝜂1⟩ + ⟨𝜂2, Σ𝑦𝑦𝜂2⟩

=
⟨ ̃𝜂1, ̃𝜂1Σ𝐍⟩ − 2⟨ ̃𝜂1, Σ−1/2

𝑥𝑥 Σ𝑥𝑦Σ−1/2
𝑦𝑦 ̃𝜂2𝐍⟩ + ⟨ ̃𝜂2, ̃𝜂2Σ𝐍⟩

⟨ ̃𝜂1, ̃𝜂1⟩ + ⟨ ̃𝜂2, ̃𝜂2⟩

=
[vec( ̃𝜂1)⊤ vec( ̃𝜂2)⊤] [

Σ𝐍 ⊗ 𝐈𝑑𝑥 −𝐍 ⊗ 𝐌
−𝐍 ⊗ 𝐌⊤ Σ𝐍 ⊗ 𝐈𝑑𝑦] [

vec( ̃𝜂1)
vec( ̃𝜂2)]

⟨ ̃𝜂1, ̃𝜂1⟩ + ⟨ ̃𝜂2, ̃𝜂2⟩

=

𝑚
∑
𝑖=1

𝜇𝑖 [( ̃𝜂1(∶, 𝑖))⊤ ( ̃𝜂2(∶, 𝑖))⊤] [
𝜎𝑖𝐈𝑑𝑥 −𝐌
−𝐌⊤ 𝜎𝑖𝐈𝑑𝑦] [

̃𝜂1(∶, 𝑖)
̃𝜂2(∶, 𝑖)]

⟨ ̃𝜂1, ̃𝜂1⟩ + ⟨ ̃𝜂2, ̃𝜂2⟩ , (2-17)

其中𝐌 = Σ−1/2
𝑥𝑥 Σ𝑥𝑦Σ−1/2

𝑦𝑦 , ̃𝜂1 = Σ1/2
𝑥𝑥 𝜂1, ̃𝜂2 = Σ1/2

𝑦𝑦 𝜂2. 利用 (2-13),我们可以将 ̃𝜂 表示
为

̃𝜂 = (Σ
1
2
𝑥𝑥𝜂1, Σ

1
2
𝑦𝑦𝜂2) = (Σ

1
2
𝑥𝑥𝐔∗𝜴1 + Σ

1
2
𝑥𝑥𝐔∗

Σ𝑥𝑥⟂𝐊1, Σ
1
2
𝑦𝑦𝐕∗𝜴2 + Σ

1
2
𝑦𝑦𝐕∗

Σ𝑦𝑦⟂𝐊2)

= (𝐔̄𝜴1 + 𝐔̄⟂𝐊1, 𝐕̄𝜴2 + 𝐕̄⟂𝐊2), (2-18)

其中 𝐔̄ = Σ
1
2
𝑥𝑥𝐔∗ ∈ St(𝑚, 𝑑𝑥), 𝐕̄ = Σ

1
2
𝑦𝑦𝐕∗ ∈ St(𝑚, 𝑑𝑦), 𝐔̄⟂ = 𝐔∗

Σ𝑥𝑥⟂ ∈ St(𝑑𝑥 − 𝑚, 𝑑𝑥)

和 𝐕̄⟂ = Σ
1
2
𝑦𝑦𝐕∗

Σ𝑦𝑦⟂ ∈ St(𝑑𝑦 − 𝑚, 𝑑𝑦)满足 𝐔̄⊤𝐔̄⟂ = 0, 𝐕̄⊤𝐕̄⟂ = 0. 此外,由 (2-11)有
𝐌 = [𝐔̄ 𝐔̄⟂] diag(𝜎1, … , 𝜎𝑟, 0, … , 0)[𝐕̄ 𝐕̄⟂]⊤, 其中 𝑟 = rank(𝐌). 将 (2-18) 代
入 (2-17),可得

𝑞(𝜂) =

𝑚
∑
𝑖=1

𝜇𝑖 [
[𝐔̄ 𝐔̄⟂]𝜴̄1(∶, 𝑖)
[𝐕̄ 𝐕̄⟂]𝜴̄2(∶, 𝑖)]

⊤

[
𝜎𝑖𝐈𝑑𝑥 − 𝐌
−𝐌⊤ 𝜎𝑖𝐈𝑑𝑦] [

[𝐔̄ 𝐔̄⟂]𝜴̄1(∶, 𝑖)
[𝐕̄ 𝐕̄⟂]𝜴̄2(∶, 𝑖)]

⟨ ̃𝜂1, ̃𝜂1⟩ + ⟨ ̃𝜂2, ̃𝜂2⟩

=

𝑚
∑
𝑖=1

𝜇𝑖( −
𝑟

∑
𝑗=1

2𝜎𝑗𝜴̄1(𝑗, 𝑖)𝜴̄2(𝑗, 𝑖) +
𝑑𝑥
∑
𝑗=1

𝜎𝑖𝜴̄1(𝑗, 𝑖)2 +
𝑑𝑦
∑
𝑗=1

𝜎𝑖𝜴̄2(𝑗, 𝑖)2
)

‖𝜴̄1‖2
F + ‖𝜴̄2‖2

F
, (2-19)

其中 𝜴̄ℓ ∶=
[

𝜴ℓ
𝐊ℓ]

, ℓ = 1, 2.

随后,利用 𝜴̄ℓ(𝑗, 𝑖)2 = 𝜴̄ℓ(𝑖, 𝑗)2, ℓ = 1, 2, 𝑖, 𝑗 ∈ [𝑚],我们对 (2-19)中的项进行
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重新分组并得到

𝑞(𝜂) ≤

𝑚
∑
𝑖=1

𝜇𝑖(
𝑟

∑
𝑗=1

𝜎𝑗(𝜴̄1(𝑗, 𝑖)2 + 𝜴̄2(𝑗, 𝑖)2) +
𝑑𝑥
∑
𝑗=1

𝜎𝑖𝜴̄1(𝑗, 𝑖)2 +
𝑑𝑦
∑
𝑗=1

𝜎𝑖𝜴̄2(𝑗, 𝑖)2
)

‖𝜴̄1‖2
F + ‖𝜴̄2‖2

F

=

𝑚
∑
𝑖=1 (

𝑟
∑
𝑗=1

̄𝑠𝑖𝑗(𝜴̄1(𝑗, 𝑖)2 + 𝜴̄2(𝑗, 𝑖)2) +
𝑑𝑥
∑

𝑗=𝑟+1
𝜇𝑖𝜎𝑖𝜴̄1(𝑗, 𝑖)2 +

𝑑𝑦
∑

𝑗=𝑟+1
𝜇𝑖𝜎𝑖𝜴̄2(𝑗, 𝑖)2

)

‖𝜴̄1‖2
F + ‖𝜴̄2‖2

F
≤ max {(𝜇1 + 𝜇2)(𝜎1 + 𝜎2)/2, 𝜇1(𝜎1 + 𝜎𝑚+1)} ,

(2-20)

其中 ̄𝑠𝑖𝑗 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝜇𝑖 + 𝜇𝑗)(𝜎𝑖 + 𝜎𝑗)/2, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑚;
𝜇𝑖(𝜎𝑖 + 𝜎𝑗), 𝑗 = 𝑚 + 1, 𝑚 + 2, … , 𝑟

, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚. 等号成立当

且仅当以下条件同时满足: 1) 对所有 𝑖 ∈ [𝑚], 𝑗 ∈ [𝑟], 有 𝜴̄1(𝑗, 𝑖) = −𝜴̄2(𝑗, 𝑖);
2) 对所有 𝑖 ∈ [𝑚], 𝑗 = 𝑟 + 1, … , 𝑑𝑥, 有 𝜴̄1(𝑗, 𝑖)2 = 0; 3) 对所有 𝑖 ∈ [𝑚], 𝑗 =
𝑟 + 1, … , 𝑑𝑦,有 𝜴̄2(𝑗, 𝑖)2 = 0; 4)除 (𝑖∗, 𝑗∗)外, 𝜴̄1(𝑗, 𝑖) = 𝜴̄2(𝑗, 𝑖) = 0,其中 (𝑖∗, 𝑗∗) ∈
arg max𝑖∈[𝑚],𝑗∈[𝑟],𝑖≠𝑗 ̄𝑠𝑖𝑗 ⊆ {(1, 2), (2, 1), (1, 𝑚 + 1)}.
类似地,我们可以以同样的方法计算 Rayleigh商的下界,从而得到

𝑞(𝜂) ≥

𝑚
∑
𝑖=1

𝜇𝑖( −
𝑟

∑
𝑗=1

𝜎𝑗(𝜴̄1(𝑗, 𝑖)2 + 𝜴̄2(𝑗, 𝑖)2) +
𝑑𝑥
∑
𝑗=1

𝜎𝑖𝜴̄1(𝑗, 𝑖)2 +
𝑑𝑦
∑
𝑗=1

𝜎𝑖𝜴̄2(𝑗, 𝑖)2
)

‖𝜴̄1‖2
F + ‖𝜴̄2‖2

F

=

𝑚
∑
𝑖=1 (

𝑟
∑
𝑗=1

𝑠𝑖𝑗(𝜴̄1(𝑗, 𝑖)2 + 𝜴̄2(𝑗, 𝑖)2) +
𝑑𝑥
∑

𝑗=𝑟+1
𝜇𝑖𝜎𝑖𝜴̄1(𝑗, 𝑖)2 +

𝑑𝑦
∑

𝑗=𝑟+1
𝜇𝑖𝜎𝑖𝜴̄2(𝑗, 𝑖)2

)

‖𝜴̄1‖2
F + ‖𝜴̄2‖2

F
≥ min{ min

𝑖,𝑗∈[𝑚],𝑖≠𝑗
(𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)(𝜎𝑖 − 𝜎𝑗)/2, 𝜇𝑚(𝜎𝑚 − 𝜎𝑚+1)},

(2-21)

这里 𝑠𝑖𝑗 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)(𝜎𝑖 − 𝜎𝑗)/2, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑚;
𝜇𝑖(𝜎𝑖 − 𝜎𝑗), 𝑗 = 𝑚 + 1, 𝑚 + 2, … , 𝑟

for 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚. 等号成立当

且仅当: 1) 对所有 𝑖 ∈ [𝑚], 𝑗 ∈ [𝑟], 有 𝜴̄1(𝑗, 𝑖) = 𝜴̄2(𝑗, 𝑖); 2) 对所有 𝑖 ∈ [𝑚], 𝑗 =
𝑟 + 1, … , 𝑑𝑥,有 𝜴̄1(𝑗, 𝑖)2 = 0; 3)对所有 𝑖 ∈ [𝑚], 𝑗 = 𝑟 + 1, … , 𝑑𝑦,有 𝜴̄2(𝑗, 𝑖)2 = 0;
4)除 (𝑖∗, 𝑗∗)外, 𝜴̄1(𝑗, 𝑖) = 𝜴̄2(𝑗, 𝑖) = 0其中 (𝑖∗, 𝑗∗) ∈ arg min𝑖∈[𝑚],𝑗∈[𝑟],𝑖≠𝑗 𝑠𝑖𝑗 .

由于 (2-20)–(2-21)中的不等式都是紧的,我们完成了证明.

该命题的证明可参见文献 [131, Theorem 5]. 不过, 为了便于后续命题 2.5与
命题 2.8 的证明, 我们给出了命题 2.3 的一种不同的证明. 具体而言, 命题 2.5与
命题 2.8的证明思路遵循相同的步骤: 1)在给定的度量下计算黎曼 Hessian算子
Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)[𝜂]；2)计算 Rayleigh商 𝑞(𝜂)；3)将切空间的参数化代入 𝑞(𝜂)中,
求其最大值与最小值. 需要指出的是, 当 𝑚 = 1 时, 命题 2.3中的结论可化简为
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𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) = (𝜎1 + 𝜎2)/(𝜎1 − 𝜎2),这与文献 [115, Lemma 4.1]中的结果一
致.

2.3.2 新的左右预条件子

通过观察式 (2-15)中的二阶信息,我们的目标是对式 (2-15)中的对角块进行
近似,并提出一种新的度量,使得 (2-6)中的算子同时具有左、右预条件效果. 为
此,我们利用第 2.2.2节中介绍的左右预条件思想,提出如下新的黎曼度量

𝑔new,(𝐔,𝐕)(𝜉, 𝜂) ∶= ⟨𝜉1, Σ𝑥𝑥𝜂1𝐌1,2⟩ + ⟨𝜉2, Σ𝑦𝑦𝜂2𝐌2,2⟩, (2-22)

这里 𝐌1,2 ∶= (sym(𝐔⊤Σ𝑥𝑦𝐕𝐍)2 + 𝛿𝐈𝑚)1/2, 𝐌2,2 ∶= (sym(𝐕⊤Σ⊤
𝑥𝑦𝐔𝐍)2 + 𝛿𝐈𝑚)1/2,以

及 𝛿 > 0. 相应的正交投影算子 Πnew,(𝐔,𝐕)由下面的命题给出.

命题 2.4. 在新的度量 (2-22)下, ̄𝜂 ∈ T(𝐔,𝐕)ℰ ≃ ℰ 往切空间 T(𝐔,𝐕)ℳ上的正交投影

为

Πnew,(𝐔,𝐕)( ̄𝜂) = (Πnew,𝐔( ̄𝜂1), Πnew,𝐕( ̄𝜂2)) = ( ̄𝜂1 − 𝐔𝐒1𝐌
−1
1,2, ̄𝜂2 − 𝐕𝐒2𝐌

−1
2,2), (2-23)

这里 𝐒1, 𝐒2 为 Lyapunov 方程 𝐌−1
1,2𝐒1 + 𝐒1𝐌

−1
1,2 = 2 sym(𝐔⊤Σ𝑥𝑥 ̄𝜂1) 和 𝐌−1

2,2𝐒2 +
𝐒2𝐌

−1
2,2 = 2 sym(𝐕⊤Σ𝑦𝑦 ̄𝜂2)的唯一解.

证明. 我们只需证明 Πnew,𝐔( ̄𝜂1) = ̄𝜂1 − 𝐔𝐒1𝐌
−1
1,2,另外一个结论同理可得. 我们回

忆式 (2-13)中给出的ℳ1的切空间. 在度量 (2-22)下往切空间 T𝐔ℳ1的正交补为

(T𝐔ℳ1)⟂ = {𝐔𝐒1𝐌
−1
1,2 ∶ 𝐒1 ∈ ℝ𝑚×𝑚, 𝐒1 = 𝐒⊤

1 }, (2-24)

这是由于 {𝐔𝐒1𝐌
−1
1,2 ∶ 𝐒1 ∈ ℝ𝑚×𝑚, 𝐒1 = 𝐒⊤

1 }的维数是 𝑚(𝑚 + 1)/2以及对所有满足
𝐒1 = 𝐒⊤

1 和𝜴1 = −𝜴⊤
1 的 𝐒1, 𝜴1,𝐊1有 tr((𝐔𝐒1𝐌

−1
1,2)⊤Σ𝑥𝑥(𝐔𝜴1 + 𝐔Σ𝑥𝑥⟂𝐊1)𝐌1,2) =

0. 此外,根据直和关系 T𝐔ℳ1 ⊕ (T𝐔ℳ1)⟂ = T𝐔ℝ𝑑𝑥×𝑚 ≃ ℝ𝑑𝑥×𝑚,有对 ̄𝜂1 ∈ ℝ𝑑𝑥×𝑚

的唯一正交分解

̄𝜂1 = Πnew,𝐔( ̄𝜂1) + Π⟂
new,𝐔( ̄𝜂1) = (𝐔𝜴1 + 𝐔Σ𝑥𝑥⟂𝐊1) + 𝐔𝐒1𝐌

−1
1,2, (2-25)

也就是说Πnew,𝐔( ̄𝜂1) = ̄𝜂1 −Π⟂
new,𝐔( ̄𝜂1) = ̄𝜂1 −𝐔𝐒1𝐌

−1
1,2. 为了给出 𝐒1满足的表达式,

我们在式 (2-25)两边同时左乘 𝐔⊤Σ𝑥𝑥 得到 𝐔⊤Σ𝑥𝑥 ̄𝜂1 = 𝜴1 + 𝐒1𝐌
−1
1,2. 将 𝐔⊤Σ𝑥𝑥 ̄𝜂1

和 (𝐔⊤Σ𝑥𝑥 ̄𝜂1)⊤相加可得 𝐒1𝐌
−1
1,2 +𝐌−1

1,2𝐒1 = 𝐔⊤Σ𝑥𝑥 ̄𝜂1 + ̄𝜂⊤
1 Σ𝑥𝑥𝐔,根据 [132, Theorem

2.4.4.1]可知该方程有唯一解.

由命题 2.2与 2.4得知 𝑓 在 (𝐔,𝐕) ∈ ℳ处的黎曼梯度为

gradnew𝑓(𝐔,𝐕) = −((Σ−1
𝑥𝑥Σ𝑥𝑦𝐕𝐍 + 𝐔𝐒1)𝐌−1

1,2, (Σ−1
𝑦𝑦 Σ⊤

𝑥𝑦𝐔𝐍 + 𝐕𝐒2)𝐌−1
2,2). (2-26)
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由于 𝐌1,2,𝐌2,2 ∈ ℝ𝑚×𝑚 并且 𝑚 ≪ min{𝑑𝑥, 𝑑𝑦},在新度量 (2-22)下计算黎曼梯度
的计算量与度量 (2-12)是差不多的. 接下来, 𝑓 在 (𝐔∗,𝐕∗)处的黎曼 Hessian算子
将切向量 𝜂映射为

Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)[𝜂] = Πnew,(𝐔∗,𝐕∗)(D𝐺̄new(𝐔∗,𝐕∗)[𝜂])
= Πnew,(𝐔∗,𝐕∗)( − Σ−1

𝑥𝑥Σ𝑥𝑦𝜂2𝐍𝐌−1
1,2 + Σ−1

𝑥𝑥Σ𝑥𝑦𝐕∗𝐍𝐌−1
1,2𝐌̇1,2𝐌

−1
1,2

− 𝜂1𝐒1𝐌
−1
1,2 − 𝐔∗𝐒̇1𝐌

−1
1,2 + 𝐔∗𝐒1𝐌

−1
1,2𝐌̇1,2𝐌

−1
1,2,

− Σ−1
𝑦𝑦 Σ⊤

𝑥𝑦𝜂1𝐍𝐌−1
2,2 + Σ−1

𝑦𝑦 Σ⊤
𝑥𝑦𝐔∗𝐍𝐌−1

2,2𝐌̇2,2𝐌
−1
2,2

− 𝜂2𝐒2𝐌
−1
2,2 − 𝐕∗𝐒̇2𝐌−1

2,2 + 𝐕∗𝐒2𝐌
−1
2,2𝐌̇2,2𝐌−1

2,2),

这里 𝐺̄new ∶ ℰ → ℝ为 gradnew𝑓 的光滑延拓, 𝐌̇1,2 ∶= D𝐌1,2(𝐔∗,𝐕∗)[𝜂], 𝐌̇2,2 ∶=
D𝐌2,2(𝐔∗,𝐕∗)[𝜂],对称矩阵 𝐒̇1和 𝐒̇2满足下面的 Lyapunov方程

sym(𝐌̇1,2𝐒1 + 𝐌1,2𝐒̇1 + 𝐌̇1,2Σ𝐍 + 𝐌1,2(𝜂⊤
1 Σ𝑥𝑦𝐕∗ + (𝐔∗)⊤Σ𝑥𝑦𝜂2)) = 0,

sym(𝐌̇2,2𝐒2 + 𝐌2,2𝐒̇2 + 𝐌̇2,2Σ𝐍 + 𝐌2,2(𝜂⊤
2 Σ⊤

𝑥𝑦𝐔∗ + (𝐕∗)⊤Σ⊤
𝑥𝑦𝜂1)) = 0.

最后, 我们通过计算 Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗) 的条件数来说明度量 (2-22) 的效果, 具
体结果见下述命题. 该命题的证明可采用与命题 2.3的证明类似思路完成.

命题 2.5. 设 𝜎1 > 𝜎2 > ⋯ > 𝜎𝑚+1 ≥ ⋯ ≥ 𝜎min{𝑑𝑥,𝑑𝑦} 为矩阵 Σ−1/2
𝑥𝑥 Σ𝑥𝑦Σ−1/2

𝑦𝑦 的奇异

值. 则在局部极小点 (𝐔∗,𝐕∗)处,其条件数可表示为

𝜅new(Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) =
max{ max

𝑖,𝑗∈[𝑚],𝑖≠𝑗
(𝜇𝑖+𝜇𝑗 )(𝜎𝑖+𝜎𝑗 )

√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 +𝛿+√𝜇2
𝑗 𝜎2

𝑗 +𝛿
, max

𝑖∈[𝑚]
𝜇𝑖(𝜎𝑖+𝜎𝑚+1)

√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 +𝛿
}

min{ min
𝑖,𝑗∈[𝑚],𝑖≠𝑗

(𝜇𝑖−𝜇𝑗 )(𝜎𝑖−𝜎𝑗 )

√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 +𝛿+√𝜇2
𝑗 𝜎2

𝑗 +𝛿
, min

𝑖∈[𝑚]
𝜇𝑖(𝜎𝑖−𝜎𝑚+1)

√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 +𝛿
}

.

(2-27)

证明. 参照命题 2.3 的证明思路, 我们在新提出的度量 (2-22) 下计算 Rayleigh
商 (1-21), 并分别估计其上界与下界. 为此, 我们首先计算并化简黎曼 Hessian
算子 Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)[𝜂].

通过求解命题 2.4中的 Lyapunov方程,可以得到 𝐒1 = 𝐒2 = −Σ𝐍,其中 Σ =
diag(𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑚). 由于 (𝐔∗,𝐕∗)是 𝑓 的一个稳定点,根据命题 1.3有黎曼梯度等
于 0,即 gradnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗) = 0于是我们有 Σ−1

𝑥𝑥Σ𝑥𝑦𝐕∗ = 𝐔∗Σ和 Σ−1
𝑦𝑦 Σ⊤

𝑥𝑦𝐔∗ = 𝐕∗Σ.
因此我们可以将黎曼 Hessian Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)[𝜂]化简为

Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)[𝜂] = Πnew,(𝐔∗,𝐕∗)(D𝐺̄new(𝐔∗,𝐕∗)[𝜂])
= Πnew,(𝐔∗,𝐕∗)(−Σ−1

𝑥𝑥Σ𝑥𝑦𝜂2𝐍(𝐌∗
1,2)−1 + 𝜂1Σ𝐍(𝐌∗

1,2)−1,
−Σ−1

𝑦𝑦 Σ⊤
𝑥𝑦𝜂1𝐍(𝐌∗

2,2)−1 + 𝜂2Σ𝐍(𝐌∗
2,2)−1),

这里 𝐌∗
1,2 = 𝐌∗

2,2 = (Σ2𝐍2 + 𝛿𝐈𝑚)1/2 为对角矩阵, 并且我们使用了 (2-24)中关于
(T𝐔∗ℳ1)⟂和 (T𝐕∗ℳ2)⟂的参数化.
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接下来计算 Rayleigh商. 由 (2-13)可知,

𝑞(𝜂) =
𝑔new,(𝐔∗,𝐕∗)(𝜂, Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)[𝜂])

𝑔new,(𝐔∗,𝐕∗)(𝜂, 𝜂)

=
⟨𝜂1, Σ𝑥𝑥𝜂1Σ𝐍⟩ − 2⟨𝜂1, Σ𝑥𝑦𝜂2𝐍⟩ + ⟨𝜂2, Σ𝑦𝑦𝜂2Σ𝐍⟩

⟨𝜂1, Σ𝑥𝑥𝜂1𝐌∗
1,2⟩ + ⟨𝜂2, Σ𝑦𝑦𝜂2𝐌∗

2,2⟩

对任意 𝜂 = (𝜂1, 𝜂2) ∈ T(𝐔∗,𝐕∗)ℳ成立,其中,我们利用了 𝐒̇1 和 𝐒̇2 为对称矩阵,以
及由 (2-13)得知 ⟨𝜂1, Σ𝑥𝑥𝐔∗𝐒̇1⟩ = ⟨𝜂2, Σ𝑦𝑦𝐕∗𝐒̇2⟩ = 0.

可以注意到, 𝑞(𝜂)的分母与 (2-17)中的 ⟨𝜂1, Σ𝑥𝑥𝜂1⟩ + ⟨𝜂2, Σ𝑦𝑦𝜂2⟩的唯一区别在
于权重的不同, 而 𝐌∗

1,2 与 𝐌∗
2,2 均为对角矩阵. 因此, 我们可以完全参照命题2.3

中的分析方法,对 𝑞(𝜂)的上界与下界进行估计,从而得到上述结论.

条件数的降低 我们通过条件数的降低来说明所提出的黎曼度量 (2-22)的效果.
由于黎曼 Hessian算子的条件数被降低,在定理 1.4的意义下,黎曼度量 (2-22)的
确加速黎曼方法的收敛. 为此,我们首先给出引理 2.6,用于简化 (2-27)中的条件
数表达式；随后,我们在命题 2.7中证明 𝜅new(Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) ≤ 𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)).

引理 2.6. 记 1) ̄𝑣𝑖𝑗(𝛿) ∶= (𝜇𝑖 + 𝜇𝑗)(𝜎𝑖 + 𝜎𝑗)/(√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 + 𝛿 + √𝜇2
𝑗 𝜎2

𝑗 + 𝛿)和 ̄𝑣𝑖,𝑚+1(𝛿) =

𝜇𝑖(𝜎𝑖 + 𝜎𝑚+1)/√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 + 𝛿; 2) 𝑣𝑖𝑗(𝛿) ∶= (𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)(𝜎𝑖 − 𝜎𝑗)/(√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 + 𝛿 + √𝜇2
𝑗 𝜎2

𝑗 + 𝛿)

和 𝑣𝑖,𝑚+1(𝛿) ∶= 𝜇𝑖(𝜎𝑖 − 𝜎𝑚+1)/√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 + 𝛿 对 𝑖, 𝑗 ∈ [𝑚]. 则对所有满足 𝑚 ≥ 3 的
1 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑚 + 1,我们有

̄𝑣𝑖𝑗(0) > ̄𝑣𝑖𝑘(0) 和 𝑣𝑖𝑗(0) < 𝑣𝑖𝑘(0).

证明. 我们发现若 𝜇𝑚+1 = 0,则对 𝑖 ∈ [𝑚]和 𝑗 ∈ [𝑚 + 1]有 ̄𝑣𝑖𝑗(0) = (𝜇𝑖 + 𝜇𝑗)(𝜎𝑖 +
𝜎𝑗)/(𝜇𝑖𝜎𝑖 + 𝜇𝑗𝜎𝑗)以及 𝑣𝑖𝑗(0) = (𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)(𝜎𝑖 − 𝜎𝑗)/(𝜇𝑖𝜎𝑖 + 𝜇𝑗𝜎𝑗)成立. 首先,我们来证
明 ̄𝑣𝑖𝑗(0) > ̄𝑣𝑖𝑘(0). 由于 𝜇𝑖 > 𝜇𝑗 > 𝜇𝑘和 𝜎𝑖 > 𝜎𝑗 > 𝜎𝑘,我们有

̄𝑣𝑖𝑗(0) − ̄𝑣𝑖𝑘(0) =
(𝜇𝑖𝜎𝑗 + 𝜇𝑗𝜎𝑖)(𝜇𝑖𝜎𝑖 + 𝜇𝑘𝜎𝑘) − (𝜇𝑖𝜎𝑘 + 𝜇𝑘𝜎𝑖)(𝜇𝑖𝜎𝑖 + 𝜇𝑗𝜎𝑗)

(𝜇𝑖𝜎𝑖 + 𝜇𝑗𝜎𝑗)(𝜇𝑖𝜎𝑖 + 𝜇𝑘𝜎𝑘)

=
(𝜇2

𝑖 − 𝜇𝑗𝜇𝑘)𝜎𝑖(𝜎𝑗 − 𝜎𝑘) + 𝜇𝑖(𝜇𝑗 − 𝜇𝑘)(𝜎2
𝑖 − 𝜎𝑗𝜎𝑘)

(𝜇𝑖𝜎𝑖 + 𝜇𝑗𝜎𝑗)(𝜇𝑖𝜎𝑖 + 𝜇𝑘𝜎𝑘) > 0.

因此, ̄𝑣𝑖𝑗(0) > ̄𝑣𝑖𝑘(0)成立. 根据 ̄𝑣𝑖𝑗(0) + 𝑣𝑖𝑗(0) = 2和 ̄𝑣𝑖𝑘(0) + 𝑣𝑖𝑘(0) = 2,同理可证
𝑣𝑖𝑗(0) < 𝑣𝑖𝑘(0).

接下来,根据引理 2.6以及变量 ̄𝑣𝑖𝑗 和 𝑣𝑖𝑗 关于 𝛿 ∈ [0, ∞)的连续性可以得知,
存在一个常数 ̄𝛿1 > 0,使得

̄𝑣𝑖𝑗(𝛿) > ̄𝑣𝑖𝑘(𝛿) 和 𝑣𝑖𝑗(𝛿) < 𝑣𝑖𝑘(𝛿)
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对所有的 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑚 + 1和 𝛿 ∈ (0, ̄𝛿1)成立. 于是,我们可以简化条件数

𝜅new(Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) =
max𝑖∈[𝑚],𝑗∈[𝑚+1],𝑖≠𝑗 ̄𝑣𝑖𝑗(𝛿)
min𝑖∈[𝑚],𝑗∈[𝑚+1],𝑖≠𝑗 𝑣𝑖𝑗(𝛿) =

max𝑖∈[𝑚] ̄𝑣𝑖,𝑖+1(𝛿)
min𝑖∈[𝑚] 𝑣𝑖,𝑖+1(𝛿) . (2-28)

我们的目标是证明 𝜅new(Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) ≤ 𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗))对 𝑚 ≥ 2 成立.
注意当 𝑚 = 1时 𝜅new(Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) = 𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)),这是因为式 (2-22)
中的右预条件子退化为标量,从而不再具有预条件的效果.

命题 2.7. 假设 𝑚 ≥ 2. 则存在一个常数 ̄𝛿 > 0,使得

𝜅new(Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) ≤ 𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗))

对所有式 (2-22)中的 𝛿 ∈ (0, ̄𝛿)成立.

证明. 若 arg max𝑖∈[𝑚] ̄𝑣𝑖,𝑖+1(0) = {𝑖∗} 对单个的 𝑖∗ ∈ [𝑚] 成立, 则根据 ̄𝑣𝑖,𝑖+1(0) +
𝑣𝑖,𝑖+1(0) = 2 可知 arg min𝑖∈[𝑚] 𝑣𝑖,𝑖+1(0) = arg max𝑖∈[𝑚] ̄𝑣𝑖,𝑖+1(0) = {𝑖∗}. 由于 ̄𝑣𝑖𝑗(𝛿)
和 𝑣𝑖𝑗(𝛿)是关于 𝛿 连续的,存在 ̄𝛿 > 0,使得 {𝑖∗} = arg max𝑖∈[𝑚] ̄𝑣𝑖,𝑖+1(𝛿)和 {𝑖∗} =
arg min𝑖∈[𝑚] 𝑣𝑖,𝑖+1(𝛿)对所有的 𝛿 ∈ [0, ̄𝛿)恒成立. 接下来,我们可以得到

𝜅new(Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) =
̄𝑣𝑖∗,𝑖∗+1(𝛿)

𝑣𝑖∗,𝑖∗+1(𝛿) =
1
2(𝜇𝑖∗ + 𝜇𝑖∗+1)(𝜎𝑖∗ + 𝜎𝑖∗+1)
1
2(𝜇𝑖∗ − 𝜇𝑖∗+1)(𝜎𝑖∗ − 𝜎𝑖∗+1)

≤
max{1

2(𝜇1 + 𝜇2)(𝜎1 + 𝜎2), 𝜇1(𝜎1 + 𝜎𝑚+1)}

min{ min
𝑖,𝑗∈[𝑚],𝑖≠𝑗

1
2(𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)(𝜎𝑖 − 𝜎𝑗), 𝜇𝑚(𝜎𝑚 − 𝜎𝑚+1)}

= 𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)).

若 {𝑖∗
1, 𝑖∗

2} ⊆ arg max𝑖∈[𝑚] ̄𝑣𝑖,𝑖+1(0)对某组 𝑖∗
1 < 𝑖∗

2 成立,则根据 ̄𝑣𝑖𝑗 和 𝑣𝑖𝑗 的连

续性得知,存在 ̄𝛿𝑖∗1,𝑖∗2 > 0,使得 ̄𝑣𝑖∗1,𝑖∗1+1(𝛿) > ̄𝑣𝑖∗2,𝑖∗2+1(𝛿)和 𝑣𝑖∗1,𝑖∗1+1(𝛿) > 𝑣𝑖∗2,𝑖∗2+1(𝛿). 其
依据在于: 两者在 𝛿 = 0时相等,即 ̄𝑣𝑖∗1,𝑖∗1+1(0) = ̄𝑣𝑖∗2,𝑖∗2+1(0), 𝑣𝑖∗1,𝑖∗1+1(0) = 𝑣𝑖∗2,𝑖∗2+1(0),
且导数对于 𝑖∗

2 < 𝑚满足

̄𝑣′
𝑖∗1,𝑖∗1+1(0) = −

̄𝑣𝑖∗1,𝑖∗1+1(0)
2𝜇𝑖∗1𝜎𝑖∗1𝜇𝑖∗1+1𝜎𝑖∗1+1

> −
̄𝑣𝑖∗2,𝑖∗2+1(0)

2𝜇𝑖∗2𝜎𝑖∗2𝜇𝑖∗2+1𝜎𝑖∗2+1
= ̄𝑣′

𝑖∗2,𝑖∗2+1(0),

𝑣′
𝑖∗1,𝑖∗1+1(0) = −

𝑣𝑖∗1,𝑖∗1+1(0)
2𝜇𝑖∗1𝜎𝑖∗1𝜇𝑖∗1+1𝜎𝑖∗1+1

> −
𝑣𝑖∗2,𝑖∗2+1(0)

2𝜇𝑖∗2𝜎𝑖∗2𝜇𝑖∗2+1𝜎𝑖∗2+1
= 𝑣′

𝑖∗2,𝑖∗2+1(0),

以及对于 𝑖∗
2 = 𝑚满足

̄𝑣′
𝑖∗1,𝑖∗1+1(0) = −

̄𝑣𝑖∗1,𝑖∗1+1(0)
2𝜇𝑖∗1𝜎𝑖∗1𝜇𝑖∗1+1𝜎𝑖∗1+1

> −
̄𝑣𝑚,𝑚+1(0)
2𝜇2

𝑚𝜎2
𝑚

= ̄𝑣′
𝑚,𝑚+1(0),

𝑣′
𝑖∗1,𝑖∗1+1(0) = −

𝑣𝑖∗1,𝑖∗1+1(0)
2𝜇𝑖∗1𝜎𝑖∗1𝜇𝑖∗1+1𝜎𝑖∗1+1

> −
𝑣𝑚,𝑚+1(0)

2𝜇2
𝑚𝜎2

𝑚
= 𝑣′

𝑚,𝑚+1(0).
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因此, 存在 ̄𝛿 ∈ (0, min{ ̄𝛿𝑖,𝑗 ∶ 𝑖, 𝑗 ∈ arg max𝑖∈[𝑚] ̄𝑣𝑖,𝑖+1(0)}) 和 𝑖∗, 𝑗∗ ∈ [𝑚], 使得
如下的命题成立: 1) 𝑖∗ = arg max𝑖∈[𝑚] ̄𝑣𝑖,𝑖+1(𝛿); 2) 对所有的 𝛿 ∈ [0, ̄𝛿) 有 𝑗∗ =
arg min𝑖∈[𝑚] 𝑣𝑖,𝑖+1(𝛿); 3) 𝑖∗ < 𝑗∗. 最终,我们可以得到

𝜅new(Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) =
̄𝑣𝑖∗,𝑖∗+1(𝛿)

𝑣𝑗∗,𝑗∗+1(𝛿)

=
(𝜇𝑖∗ + 𝜇𝑖∗+1)(𝜎𝑖∗ + 𝜎𝑖∗+1)
(𝜇𝑗∗ − 𝜇𝑗∗+1)(𝜎𝑗∗ − 𝜎𝑗∗+1) ⋅

√𝜇2
𝑗∗𝜎2

𝑗∗ + 1 + √𝜇2
𝑗∗+1𝜎2

𝑗∗+1 + 1

√𝜇2
𝑖∗𝜎2

𝑖∗ + 1 + √𝜇2
𝑖∗+1𝜎2

𝑖∗+1 + 1

<
max{1

2(𝜇1 + 𝜇2)(𝜎1 + 𝜎2), 𝜇1(𝜎1 + 𝜎𝑚+1)}

min{ min
𝑖,𝑗∈[𝑚],𝑖≠𝑗

1
2(𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)(𝜎𝑖 − 𝜎𝑗), 𝜇𝑚(𝜎𝑚 − 𝜎𝑚+1)}

= 𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗)).

于是结论得证.

最后需要指出的是,参数 𝛿 > 0在理论上保证了 (2-22)的确构成一个黎曼度
量；在实际计算中,我们可以选取一个足够小的正数,例如 𝛿 = 10−15.

2.3.3 求解典型相关分析的 RGD和 RCG方法

通过采用黎曼度量 (2-22),我们将黎曼梯度法 (算法 1)和黎曼共轭梯度方法
(算法 2)应用于求解 CCA问题,并于算法 3与 4中给出其具体形式.

算法 3求解 CCA问题的黎曼梯度法
输入: 赋予度量 (2-22)的流形ℳ,初始值 (𝐔(0),𝐕(0)) ∈ ℳ, 𝑡 = 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 通过 (2-26)计算 𝜂(𝑡) = −grad𝑔𝑓(𝐔(𝑡),𝐕(𝑡)).
3: 通过 Armijo回溯线搜索 (1-19)计算步长 𝑠(𝑡).
4: 更新 𝐔(𝑡+1) = Σ−1/2

𝑥𝑥 qf(Σ1/2
𝑥𝑥 (𝐔(𝑡) + 𝜂(𝑡)

1 )), 𝐕(𝑡+1) = Σ−1/2
𝑦𝑦 qf(Σ1/2

𝑦𝑦 (𝐕(𝑡) + 𝜂(𝑡)
2 ));

𝑡 = 𝑡 + 1.
5: end while
输出: (𝐔(𝑡),𝐕(𝑡)) ∈ ℳ.

值得注意的是: 1)我们采用关于 Σ𝑥𝑥 和 Σ𝑦𝑦 的广义 QR分解 [133]作为收缩
映射,即对于 𝜂 ∈ T(𝐔,𝐕)ℳ有

R(𝐔,𝐕)(𝜂) ∶= (Σ
− 1

2
𝑥𝑥 qf(Σ

1
2
𝑥𝑥(𝐔 + 𝜂1)), Σ

− 1
2

𝑦𝑦 qf(Σ
1
2
𝑦𝑦(𝐕 + 𝜂2))),

其中 qf(𝐗) 表示 QR 分解 𝐐𝐑 = 𝐗 中的 𝐐 因子. 在实际计算中, 收缩映射可以
按照 [133]更高效地计算为 R(𝐔,𝐕)(𝜂) = ((𝐔 + 𝜂1)𝐑−1

1 , (𝐕 + 𝜂2)𝐑−1
2 ),这里 𝐑⊤

1 𝐑1 =
(𝐔+ 𝜂1)⊤Σ𝑥𝑥(𝐔+ 𝜂1)和 𝐑⊤

2 𝐑2 = (𝐕+ 𝜂2)⊤Σ𝑦𝑦(𝐕+ 𝜂2)为乔列斯基 (Cholesky)分解;
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算法 4求解 CCA问题的黎曼共轭梯度法
输入: 赋予度量 (2-22)的流形ℳ,初始值 (𝐔(0),𝐕(0)) ∈ ℳ, 𝑡 = 0, 𝛽(0) = 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 通过 (2-26)计算 𝜂(𝑡) = −grad𝑔𝑓(𝐔(𝑡),𝐔(𝑡)) + 𝛽(𝑡)Π𝑔,(𝐔(𝑡),𝐕(𝑡))(𝜂(𝑡−1)).
3: 通过 Armijo回溯线搜索 (1-19)计算步长 𝑠(𝑡).
4: 更新 𝐔(𝑡+1) = Σ−1/2

𝑥𝑥 qf(Σ1/2
𝑥𝑥 (𝐔(𝑡) + 𝜂(𝑡)

1 )), 𝐕(𝑡+1) = Σ−1/2
𝑦𝑦 qf(Σ1/2

𝑦𝑦 (𝐕(𝑡) + 𝜂(𝑡)
2 ));

𝑡 = 𝑡 + 1.
5: end while
输出: (𝐔(𝑡),𝐕(𝑡)) ∈ ℳ.

2)算法 4中的向量传输由 (2-23)中的投影算子定义,即对于 𝜂 ∈ T(𝐔(𝑡−1),𝐕(𝑡−1))ℳ,
向量传输算子定义为 𝒯𝑡←𝑡−1(𝜂) = Π𝑔,(𝐔(𝑡),𝐕(𝑡))(𝜂).

2.3.4 数值验证

算法 3 与 4 基于工具箱 Manopt v7.1.0 [134] 实现, 该工具箱是一个流形优
化方法的 Matlab 库. 停止准则采用 Manopt 中的默认设置. 所有实验均在一台
MacBook Pro 2019上完成,系统为MacOS Ventura 13.3,处理器为 2.4 GHz的 8核
Intel Core i9, 内存为 32GB, Matlab 版本为 R2020b. 相关代码已公开, 可见 https:
//github.com/JimmyPeng1998/popman.

表 2-2 CCA实验中对比的度量.
Table 2-2 Compared metrics in CCA.

算子 (E) (L1) (L2) (L12) (LR12)

ℋ̄1(𝐔,𝐕)[𝜂1] 𝜂1 Σ𝑥𝑥𝜂1 𝜂1 Σ𝑥𝑥𝜂1 Σ𝑥𝑥𝜂1𝐌1,2

ℋ̄2(𝐔,𝐕)[𝜂2] 𝜂2 𝜂2 Σ𝑦𝑦𝜂2 Σ𝑦𝑦𝜂2 Σ𝑦𝑦𝜂2𝐌2,2

我们在不同度量下测试了 RGD和 RCG方法的性能,即在

𝑔(𝐔,𝐕)(𝜉, 𝜂) = ⟨𝜉1, ℋ̄1(𝐔,𝐕)[𝜂1]⟩ + ⟨𝜉2, ℋ̄2(𝐔,𝐕)[𝜂2]⟩

中选取五种不同的 ℋ̄1, ℋ̄2; 见表 2-2. 欧氏度量记为 “(E)”. “(L1)” 和 “(L2)” 表
示仅在 ℳ = ℳ1 × ℳ2 的其中一个分量上引入预条件度量的情形. 文献 [115]
提出的度量 (2-12) 记为 “(L12)”. 我们提出的度量 (2-22) 记为 “(LR12)”, 其在左
右两侧同时起到预条件的作用. 我们取参数 𝑑𝑥 = 800、𝑑𝑦 = 400、𝑛 = 30000、
𝑚 = 5、𝛿 = 10−15、𝜆𝑥 = 𝜆𝑦 = 10−6, 并令 𝐍 = diag(𝑚, 𝑚 − 1, … , 1). 数据矩
阵 𝐗 和 𝐘 的元素均独立同分布地采样自区间 [0, 1] 上的均匀分布. 方法的性能
通过以下指标进行评估: 残差 (𝑓 (𝐔,𝐕) − 𝑓min), 梯度范数 “gnorm”, 以及子空间
距离 𝐷(𝐔,𝐔∗) ∶= ‖𝐔𝐔⊤ − 𝐔∗(𝐔∗)⊤‖F 和 𝐷(𝐕,𝐕∗) ∶= ‖𝐕𝐕⊤ − 𝐕∗(𝐕∗)⊤‖F, 这里
𝑓min = 𝑓(𝐔∗,𝐕∗)和 (𝐔∗,𝐕∗)的定义由 (2-11)给出.
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数值结果汇总于图 2-3、图 2-4以及表 2-3. 我们有如下的观察: 1)所提出的
度量 (2-22) 的确提升了 RGD 和 RCG 方法的性能, 这是因为该度量更充分地利
用了二阶信息；2)图 2-4表明,算法 3与 4的单次迭代计算时间与 RGD(L12)和
RCG(L12)相当；3)表 2-3显示,与其他方法相比, RGD(LR12)和 RCG(LR12)在
达到停止准则时所需的迭代次数更少、耗时更短. 所得子空间距离均小于 10−8,
因此可以认为所提出方法生成的序列收敛到了正确的子空间.

图 2-3 CCA问题在 𝑑𝑥 = 800、𝑑𝑦 = 400且 𝑚 = 5情形下的数值结果. 左图: RGD.右图: RCG.
每种方法均进行 10次独立重复实验.

Figure 2-3 Numerical results for CCA problem for 𝑑𝑥 = 800, 𝑑𝑦 = 400, and 𝑚 = 5. Left: RGD.
Right: RCG. Each method is tested for 10 runs.
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图 2-4 CCA问题下,不同度量所导出的 RGD(左图)和 RCG(右图)算法的每步迭代时间. 参
数设置为 𝑑𝑥 = 800, 𝑚 = 5,以及 𝑑𝑦 = 200, 400, … , 1000.

Figure 2-4 Computation time per iteration for RGD (left) and RCG (right) under different
metrics for CCA problem for 𝑑𝑥 = 800, 𝑚 = 5, and 𝑑𝑦 = 200, 400, … , 1000.

此外,我们通过Manopt中的函数 hessianspectrum数值计算黎曼Hessian算子
的条件数: 五种度量下的 𝜅𝑔(Hess𝑔𝑓(𝐔∗,𝐕∗))分别为 2.10 ⋅ 104(E)、1.43 ⋅ 107(L1)、
1.52 ⋅ 107(L2)、1.12 ⋅ 104(L12)以及 2.38 ⋅ 103(LR12). 可以直接验证,这些数值结
果与命题 2.3、2.5以及命题 2.7中的理论结论一致. 我们观察到, 在所提出的度
量 (LR12)下,黎曼 Hessian算子的条件数在所有度量选择中最小,这也体现在数
值实验中 RGD(LR12)和 RCG(LR12)的表现优于其他方法.
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表 2-3 CCA问题在 𝑑𝑥 = 800、𝑑𝑦 = 400且 𝑚 = 5情形下的收敛性结果.
Table 2-3 Convergence results of the CCA problem for 𝑑𝑥 = 800, 𝑑𝑦 = 400, and 𝑚 = 5.

度量 方法 迭代步数 时间 (秒) gnorm 𝐷(𝐔,𝐔∗) 𝐷(𝐕,𝐕∗) 𝜅𝑔

(E)
RGD 10000 249.11 5.95e-02 2.69e-05 2.66e-05

2.10e+04
RCG 1745 31.03 1.70e-05 4.01e-10 3.89e-10

(L1)
RGD 10000 255.33 1.02e+00 4.12e-04 4.07e-04

1.43e+07
RCG 2500 74.13 4.94e-02 2.85e-04 2.79e-04

(L2)
RGD 10000 245.81 8.20e-01 4.13e-04 4.05e-04

1.52e+07
RCG 2500 56.16 6.90e-02 2.93e-04 2.90e-04

(L12)
RGD 10000 274.91 4.67e-04 9.68e-07 9.57e-07

1.12e+04
RCG 937 30.39 8.82e-07 1.68e-09 1.65e-09

(LR12)
RGD 6607 195.03 1.34e-06 7.47e-16 7.46e-16 2.38e+03RCG 410 15.38 8.49e-07 4.63e-09 4.53e-09

2.4 在截断奇异值分解中的应用

在本节中,我们考虑截断奇异值分解问题. 具体而言,给定矩阵 𝐀 ∈ ℝ𝑚×𝑛,当
𝑝 < min{𝑚, 𝑛}时,矩阵 𝐀的最大的 𝑝个奇异值对应的奇异向量 (𝐔∗,𝐕∗)是如下优
化问题的全局极小解,

min
𝐔,𝐕

𝑓(𝐔,𝐕) ∶= −tr(𝐔⊤𝐀𝐕𝐍), s. t. (𝐔,𝐕) ∈ ℳ ∶= St(𝑝, 𝑚) × St(𝑝, 𝑛), (2-29)

其中 St(𝑝, 𝑚) ∶= 𝐔 ∈ ℝ𝑚×𝑝 ∶ 𝐔⊤𝐔 = 𝐈𝑝 表示 Stiefel流形,且 𝐍 ∶= diag 𝜇1, … , 𝜇𝑝,
满足 𝜇1 > 𝜇2 > ⋯ > 𝜇𝑝 > 0. Sato 和 Iwai [112] 提出了 RGD 和 RCG 方法来
求解问题 (2-29), 其搜索空间配备的是欧氏度量. 我们将所提出的框架应用于求
解 (2-29),通过为ℳ赋予一种非欧氏度量来加速流形优化方法的收敛.

2.4.1 一个新的预条件度量

注意到,函数 𝑓 在点 (𝐔,𝐕)处沿着 𝜂 = (𝜂1, 𝜂2) ∈ T(𝐔,𝐕)ℳ的黎曼 Hessian算
子在欧氏度量下可表示为

Hesse𝑓(𝐔,𝐕)[𝜂] = (𝜂1𝐌1 − 𝐀𝜂2𝐍 − 𝐔 sym(𝐔⊤(𝜂1𝐌1 − 𝐀𝜂2𝐍)),
𝜂2𝐌2 − 𝐀⊤𝜂1𝐍 − 𝐕 sym(𝐕⊤(𝜂2𝐌2 − 𝐀⊤𝜂1𝐍))).

该结果可以参考文献 [112, Proposition 3.5], 其中 𝐌1 ∶= sym(𝐔⊤𝐀𝐕𝐍), 𝐌2 ∶=
sym(𝐕⊤𝐀⊤𝐔𝐍). 利用黎曼 Hessian算子的对角块结构,以及第 2.2.1节中介绍的左
右预条件思想,我们在ℳ上定义如下新的预条件度量:

𝑔new,(𝐔,𝐕)(𝜉, 𝜂) ∶= ⟨𝜉1, 𝜂1𝐌1,2⟩ + ⟨𝜉2, 𝜂2𝐌2,2⟩ 对所有的 𝜉, 𝜂 ∈ T(𝐔,𝐕)ℳ, (2-30)

其中𝐌1,2 = (sym(𝐔⊤𝐀𝐕𝐍)2 + 𝛿𝐈𝑝)1/2, 𝐌2,2 = (sym(𝐕⊤𝐀⊤𝐔𝐍)2 + 𝛿𝐈𝑝)1/2,和 𝛿 > 0.
需要指出的是,左预条件矩阵被选取为单位矩阵. 关于度量 (2-30)的投影算子可
表示为

Πnew,(𝐔,𝐕)( ̄𝜂) = ( ̄𝜂1 − 𝐔𝐒1𝐌
−1
1,2, ̄𝜂2 − 𝐕𝐒2𝐌

−1
2,2), (2-31)
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其中 ̄𝜂 ∈ T(𝐔,𝐕)(ℝ𝑚×𝑝 × ℝ𝑛×𝑝) ≃ ℝ𝑚×𝑝 × ℝ𝑛×𝑝, 𝐒1, 𝐒2 分别是如下 Lyapunov方程的
唯一解𝐌−1

1,2𝐒1 + 𝐒1𝐌
−1
1,2 = 2 sym(𝐔⊤ ̄𝜂1), 𝐌−1

2,2𝐒2 + 𝐒2𝐌
−1
2,2 = 2 sym(𝐕⊤ ̄𝜂2). 于是,由

命题 2.2与式 (2-31)可得

gradnew𝑓(𝐔,𝐕) = (𝐀𝐕𝐍𝐌−1
1,2 − 𝐔𝐒1𝐌

−1
1,2,𝐀⊤𝐔𝐍𝐌−1

2,2 − 𝐕𝐒2𝐌
−1
2,2). (2-32)

上述结果的推导方式与 CCA情形下命题 2.4的推导过程完全类似. 需要注意的
是,由于𝐌1,2,𝐌2,2 ∈ ℝ𝑝×𝑝 且 𝑝 ≪ min{𝑚, 𝑛},黎曼梯度 (2-32)的计算成本与欧氏
度量下的计算成本是同阶的.
下面的命题刻画了新度量 (2-30)的作用效果. 该命题可通过在命题 2.3与命

题 2.5中令 Σ𝑥𝑥 = 𝐈𝑑𝑥、Σ𝑦𝑦 = 𝐈𝑑𝑦、Σ𝑥𝑦 = 𝐀、𝑑𝑥 = 𝑚以及 𝑑𝑦 = 𝑛得到,证明过程
与前述情形类似.

命题 2.8. 设 𝜎1 > 𝜎2 > ⋯ > 𝜎𝑝 > 𝜎𝑝+1 ≥ ⋯ ≥ 𝜎min{𝑚,𝑛} 为矩阵 𝐀的奇异值, 𝐔∗ 和

𝐕∗为 𝐀的前 𝑝个左、右奇异向量,则有

𝜅e(Hesse𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) =
max {

1
2(𝜇1 + 𝜇2)(𝜎1 + 𝜎2), 𝜇1(𝜎1 + 𝜎𝑝+1)}

min{min𝑖,𝑗∈[𝑝],𝑖≠𝑗
1
2(𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)(𝜎𝑖 − 𝜎𝑗), 𝜇𝑝(𝜎𝑝 − 𝜎𝑝+1)}

,

𝜅new(Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) =
max{ max

𝑖,𝑗∈[𝑝],𝑖≠𝑗
(𝜇𝑖+𝜇𝑗 )(𝜎𝑖+𝜎𝑗 )

√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 +𝛿+√𝜇2
𝑗 𝜎2

𝑗 +𝛿
, max

𝑖∈[𝑝]
𝜇𝑖(𝜎𝑖+𝜎𝑝+1)

√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 +𝛿
}

min{ min
𝑖,𝑗∈[𝑝],𝑖≠𝑗

(𝜇𝑖−𝜇𝑗 )(𝜎𝑖−𝜎𝑗 )

√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 +𝛿+√𝜇2
𝑗 𝜎2

𝑗 +𝛿
, min

𝑖∈[𝑝]
𝜇𝑖(𝜎𝑖−𝜎𝑝+1)

√𝜇2
𝑖 𝜎2

𝑖 +𝛿
}

.

此外,新度量 (2-30)的确能够改善黎曼 Hessian算子的条件数,即

𝜅new(Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) ≤ 𝜅e(Hesse𝑓(𝐔∗,𝐕∗)).

2.4.2 求解截断奇异值分解的 RGD和 RCG方法

我们采用黎曼梯度法 (算法 1) 和黎曼共轭梯度法 (算法 2) 来求解 SVD 问
题 (2-29). 通过为 ℳ 赋予非欧氏度量 (2-30), 我们给出求解 SVD 问题的 RGD
和 RCG算法, 即算法 5与算法 6. 这里我们基于 QR分解给出收缩映射, 即对于
𝜂 ∈ T(𝐔,𝐕)ℳ,定义 R(𝐔,𝐕)(𝜂) ∶= (qf(𝐔 + 𝜂1), qf(𝐕 + 𝜂2)). 在算法 6中所使用的向量
传输由投影算子 (2-31)给出.

2.4.3 数值验证

我们将算法 5与算法 6的性能,与文献 [112]中在欧氏度量下的 RGD与 RCG
方法进行比较. 由于所提出的预条件度量 (2-30)具有右预条件的效果,我们将其
记为 “(R12)”.
我们设置 𝑚 = 1000、𝑛 = 500、𝑝 = 10,以及 𝐍 = diag(𝑝, 𝑝 − 1, … , 1). 矩阵 𝐀

构造为 𝐀 = 𝐔∗Σ(𝐕∗)⊤,其中 𝐔∗ ∈ ℝ𝑚×𝑝 和 𝐕∗ ∈ ℝ𝑛×𝑝 的元素首先从区间 [0, 1]上
的均匀分布中独立同分布采样,然后通过 QR分解对 𝐔∗ 和 𝐕∗ 进行正交化. 我们
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算法 5求解截断奇异值分解的 RGD方法
输入: 赋予度量 (2-30)的流形ℳ,初始值 (𝐔(0),𝐕(0)) ∈ ℳ, 𝑡 = 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 通过 (2-32)计算 𝜂(𝑡) = −grad𝑔𝑓(𝐔(𝑡),𝐔(𝑡)).
3: 通过 Armijo回溯线搜索 (1-19)计算步长 𝑠(𝑡).
4: 更新 𝐔(𝑡+1) = qf(𝐔(𝑡) + 𝑠(𝑡)𝜂(𝑡)

1 ), 𝐕(𝑡+1) = qf(𝐕(𝑡) + 𝑠(𝑡)𝜂(𝑡)
2 ); 𝑡 = 𝑡 + 1.

5: end while
输出: (𝐔(𝑡),𝐕(𝑡)) ∈ ℳ.

算法 6求解截断奇异值分解的 RCG方法
输入: 赋予度量 (2-30)的流形ℳ,初始值 (𝐔(0),𝐕(0)) ∈ ℳ, 𝑡 = 0, 𝛽(0) = 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 通过 (2-32)计算 𝜂(𝑡) = −grad𝑔𝑓(𝐔(𝑡),𝐔(𝑡)) + 𝛽(𝑡)Π𝑔,(𝐔(𝑡),𝐕(𝑡))(𝜂(𝑡−1)).
3: 通过 Armijo回溯线搜索 (1-19)计算步长 𝑠(𝑡).
4: 更新 𝐔(𝑡+1) = qf(𝐔(𝑡) + 𝑠(𝑡)𝜂(𝑡)

1 ), 𝐕(𝑡+1) = qf(𝐕(𝑡) + 𝑠(𝑡)𝜂(𝑡)
2 ); 𝑡 = 𝑡 + 1.

5: end while
输出: (𝐔(𝑡),𝐕(𝑡)) ∈ ℳ.

取 Σ ∶= diag(1, 𝛾, 𝛾2, … , 𝛾𝑝−1)且 𝛾 = 1/1.5. RGD与 RCG的实现方式与 2.3节中
一致.
数值结果如图 2-5、图 2-6以及表 2-4所示. 我们得到与 2.3节中实验类似的

结论. 首先,由于我们提出的度量更好地利用了二阶信息,导致新的流形优化方法
在迭代次数上显著优于 RGD(E)与 RCG(E).其次,算法 5与 6的单步迭代计算时
间分别与 RGD(E)和 RCG(E)相当. 第三,表 2-4表明,在 RGD(R12)与 RCG(R12)
中,子空间距离均小于 10−6,这说明所提出方法生成的序列收敛到了正确的子空
间.
此外, 我们还计算了在两种度量下 Hess𝑓(𝐔∗,𝐕∗) 的条件数. 由 𝐀 的构造方

式以及命题 2.8可得

𝜅(Hesse𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) = (𝜇1 + 𝜇2)(𝛾 + 1)
(𝜇𝑝−1 − 𝜇𝑝)(𝛾𝑝−2 − 𝛾𝑝−1)

= 153389
63 ≈ 2.43 × 103,

𝜅(Hessnew𝑓(𝐔∗,𝐕∗)) = (𝜇1 + 𝜇2)(1 + 𝛾)
(𝜇1 − 𝜇2)(1 − 𝛾) = 95,

其结果与表 2-4中给出的数值结果完全一致. 因此, 更小的条件数表明所提出的
方法具有更快的收敛速度.
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图 2-5 SVD问题在 𝑚 = 1000, 𝑛 = 500,和 𝑝 = 10情形下的数值结果. 左图: RGD.右图: RCG.
每种方法均进行 10次独立重复实验.

Figure 2-5 Numerical results for the SVD problem for 𝑚 = 1000, 𝑛 = 500, and 𝑝 = 10. Left:
RGD. Right: RCG. Each method is tested for 10 runs.
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图 2-6 SVD问题下,不同度量所导出的 RGD(左图)和 RCG(右图)算法的每步迭代时间. 参
数设置为 𝑚 = 1000, 𝑝 = 10,和 𝑛 = 200, 400, … , 1000.

Figure 2-6 Average computation time per iteration for RGD (left) and RCG (right) under the
Euclidean and proposed metric for 𝑚 = 1000, 𝑝 = 10, and 𝑛 = 200, 400, … , 1000.

表 2-4 SVD问题在 𝑚 = 1000, 𝑛 = 500,和 𝑝 = 10情形下的收敛性结果.
Table 2-4 Convergence results of the SVD problem for 𝑚 = 1000, 𝑛 = 500, and 𝑝 = 10.

度量 方法 迭代步数 迭代时间 (秒) gnorm 𝐷(𝐔,𝐔∗) 𝐷(𝐕,𝐕∗) 𝜅𝑔

(E)
RGD 7781 117.29 9.64e-07 4.53e-05 4.53e-05

2.43e+03
RCG 478 5.44 8.54e-07 2.00e-05 2.00e-05

(R12)
RGD 387 3.41 8.72e-07 2.38e-15 1.38e-15 9.50e+01RCG 105 1.45 7.88e-07 3.26e-07 3.83e-07
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2.5 在矩阵张量补全中的应用

在本节中, 我们研究矩阵与张量补全问题. 给定一个在索引集 Ω ⊆ [𝑛1] ×
[𝑛2] × ⋯ × [𝑛𝑑]上部分元素可知的张量𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ,张量补全的目标是仅利
用 Ω上的观测恢复原始张量 𝒜的所有元素. 需要指出的是,当 𝑑 = 2时,该问题
即退化为矩阵补全问题.
张量补全问题存在多种不同的建模方式. 其中一类方法基于核范数最小化,

例如 [104, 135]. 这类方法通常需要在完整的张量上进行计算. 相比之下,基于张
量分解的方法利用了张量的低秩结构,有效降低了搜索空间中的参数量. 因此,基
于张量分解来建模张量补全问题在计算上更加经济. 基于张量分解的张量补全问
题是一个定义在乘积流形上的优化问题

min 𝑓(𝑥) ∶= 1
2𝑝 ‖PΩ(𝜏(𝑥) − 𝒜)‖

2
F , s. t. 𝑥 ∈ ℳ = ℳ1 × ℳ2 × ⋯ × ℳ𝐾 , (2-33)

这里 𝑝 ∶= |Ω|/(𝑛1𝑛2 ⋯ 𝑛𝑑)表示采样率, PΩ 表示到索引集合 Ω上的投影算子, 即
对 𝒳 ∈ ℝ𝑛1×⋯×𝑛𝑑 而言,当 (𝑖1, … , 𝑖𝑑) ∈ Ω时 PΩ(𝒳)(𝑖1, … , 𝑖𝑑) = 𝒳(𝑖1, … , 𝑖𝑑),否则
PΩ(𝒳)(𝑖1, … , 𝑖𝑑) = 0,以及 𝜏(𝑥)表示由分量 𝑥𝑘 ∈ ℳ𝑘 (𝑘 ∈ [𝐾])确定的张量分解,
其中 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝐾 ).

由于直接计算欧氏 Hessian算子 ∇2𝑓(𝑥)通常较为复杂, Kasai和 Mishra [96]
在基于 Tucker分解的张量补全问题中,引入了一种基于 ∇2𝑓(𝑥)的分块对角近似
的预条件度量. 近年来,这一思想在其他张量格式的低秩张量近似与补全问题中
得到了广泛发展, 例如 [17, 117, 118, 136], 具体可参见表 2-1. 总的来说, 这类度
量是通过构造算子 ℋ̄(𝑥)得到的,该算子基于目标函数 𝜙(𝑥) ∶= 1

2‖𝜏(𝑥) − 𝒜‖2
F 的

Hessian算子的对角块,即

ℋ̄(𝑥)[𝜂] ∶= (𝜕2
11𝜙(𝑥)[𝜂1], … , 𝜕2

𝐾𝐾𝜙(𝑥)[𝜂𝐾 ]) 对于𝜂 = (𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝐾 ) ∈ T𝑥ℳ,

这里 𝜕2
𝑘𝑘𝜙(𝑥)[𝜂𝑘] ∶= limℎ→0(𝜕𝑘𝜙(𝑥1, … , 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 + ℎ𝜂𝑘, 𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝐾 ) − 𝜕𝑘𝜙(𝑥))/ℎ以

及 𝑘 ∈ [𝐾]. 需要注意的是,这种预条件策略与 2.2.1节中所讨论的精确分块对角
预条件是一致的. 另一方面,由于 (2-33)中的目标函数 𝑓 具有最小二乘结构,我们
也可以采用 2.2.3节中介绍的高斯–牛顿型预条件方法来求解问题 (2-33).

2.5.1 针对张量环张量补全问题的高斯–牛顿方法

由于张量环分解在张量补全问题中已被证明是有效的 [17],我们考虑如下张
量环补全问题

min
𝒰𝑘∈ℝ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘

𝑓(𝒰1, … , 𝒰𝑑) ∶= 1
2𝑝 ‖PΩ(J𝒰1, … , 𝒰𝑑K) − PΩ(𝒜)‖

2
F , (2-34)

其中 J𝒰1, … , 𝒰𝑑K 表示张量环分解 [42]. 具体而言, 设 𝒳 = J𝒰1, … , 𝒰𝑑K 其中
𝒰𝑘 ∈ ℝ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 , 𝑘 ∈ [𝑑]和 𝑟0 = 𝑟𝑑 ,则 𝒳 的第 (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑)个元素定义为

𝒳(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) ∶= tr(𝐔1(𝑖1)𝐔2(𝑖2) ⋯𝐔𝑑(𝑖𝑑)),
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这里 𝐔𝑘(𝑖𝑘) ∶= 𝒰𝑘(∶, 𝑖𝑘, ∶) ∈ ℝ𝑟𝑘−1×𝑟𝑘 表示张量 𝒰𝑘 的第 𝑖𝑘 个侧向切片, 𝑖𝑘 ∈ [𝑛𝑘].
问题 (2-34)可通过引入 1.2节中的记号𝐖𝑘 ∶= (𝒰𝑘)(2)和𝐖≠𝑘 ∶= (𝒰≠𝑘)(2)进行重

写. 因此,问题 (2-34)可等价改写为

min
𝐖⃗

𝑓(𝐖⃗) ∶= 1
2𝑝‖ PΩ(𝜏(𝐖⃗) − 𝒜)‖2

F

s. t. 𝐖⃗ ∈ ℳ = ℝ𝑛1×𝑟0𝑟1 × ℝ𝑛2×𝑟1𝑟2 × ⋯ × ℝ𝑛𝑑×𝑟𝑑−1𝑟𝑑 ,
(2-35)

其中映射 𝜏 定义为 𝜏 ∶ 𝐖⃗ ↦ Jten(2)(𝐖1), ten(2)(𝐖2), … , ten(2)(𝐖𝑑)K, ten(2)(⋅)表示
模态 2张量化算子.
注意到 (2-35) 中函数 𝑓 具有最小二乘结构, 即: 𝑓(𝐖⃗) = 1

2‖𝐹 (𝐖⃗)‖2
F, 这里

𝐹 (𝐖⃗) = PΩ(𝜏(𝐖⃗) − 𝒜)/√𝑝是一个光滑函数,我们采用高斯–牛顿型预条件方法求
解问题 (2-35). 由于搜索空间ℳ是平直的,在度量 (2-7)下的 RGD方法本质上等
价于欧氏高斯–牛顿方法 (参见 [4, §10.3]). 我们在算法 7 中给出了高斯–牛顿方
法.

算法 7求解张量环张量补全的高斯牛顿方法 (TR-GN)
输入: 赋予度量 𝑔的流形ℳ,初始值 𝐖⃗(0) ∈ ℳ, 𝑡 = 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 通过求解 (2-8)计算 𝜂(𝑡).
3: 更新 𝐖⃗(𝑡+1) = 𝐖⃗(𝑡) + 𝜂(𝑡); 𝑡 = 𝑡 + 1.
4: end while
输出: 𝐖⃗(𝑡) ∈ ℳ.

在算法实现上, 我们回顾算法 7中的搜索方向 𝜂(𝑡) 是根据如下的最小二乘问

题得到的

arg min
𝜂∈T𝐖⃗ℳ

‖D𝐹 (𝐖⃗)[𝜂] + 𝐹 (𝐖⃗)‖2
F. (2-36)

根据映射 𝜏 的多线性性可以得到式 (2-36)中的方向导数 D𝐹 (𝐖⃗)[𝜂]为

D𝐹 (𝐖⃗)[𝜂] = lim
ℎ→0

PΩ(𝜏(𝐖⃗ + ℎ𝜂) − 𝒜) − PΩ(𝜏(𝐖⃗) − 𝒜)
√𝑝ℎ

= 1
√𝑝

𝑑

∑
𝑘=1

PΩ(𝜏(𝐖1, … ,𝐖𝑘−1, 𝜂𝑘,𝐖𝑘+1, … ,𝐖𝑑)).
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接下来我们得到

‖D𝐹 (𝐖⃗)[𝜂] + 𝐹 (𝐖⃗)‖2
F

= 1
𝑝

𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑑

∑
𝑖=1

⟨PΩ(ℬ𝑖),
𝑑

∑
𝑘=1

𝜏(𝐖1, … ,𝐖𝑘−1, 𝜂𝑘,𝐖𝑘+1, … ,𝐖𝑑) + 𝜏(𝐖⃗) − 𝒜⟩2

= 1
𝑝

𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑑

∑
𝑖=1

(
𝑑

∑
𝑘=1

⟨PΩ(𝑘)((ℬ𝑖)(𝑘))𝐖≠𝑘, 𝜂𝑘⟩ + ⟨PΩ(ℬ𝑖), 𝜏(𝐖⃗) − 𝒜⟩ )
2

= 1
𝑝 ∑

(𝑖1,…,𝑖𝑑 )∈Ω
(

𝑑

∑
𝑘=1

𝜂𝑘(𝑖𝑘, ∶)⊤vec((
𝑑

∏
𝑗=𝑘+1

𝐔𝑗(𝑖𝑗)
𝑘−1

∏
𝑗=1

𝐔𝑗(𝑖𝑗))⊤) + 𝒮(𝑖1, … , 𝑖𝑑))
2
,

这里 {ℬ𝑖}
𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑑
𝑖=1 的定义为若 𝑖 = ∑𝑑

𝑗=1(𝑖𝑗 − 1) ∏𝑗−1
ℓ=1 𝑛ℓ则 (ℬ𝑖)(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) = 1,否

则 (ℬ𝑖)(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) = 0,以及 𝒮 ∶= PΩ(𝜏(𝐖⃗) − 𝒜)是残差张量. 值得注意的是对
于 𝑖 = ∑𝑑

𝑗=1(𝑖𝑗 − 1) ∏𝑗−1
ℓ=1 𝑛ℓ,若 (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) ∉ Ω则有 PΩ(𝑘)((ℬ𝑖)(𝑘)) = 0. 最终,问

题 (2-36)是一个变量数为∑𝑑
𝑘=1 𝑛𝑘𝑟𝑘−1𝑟𝑘的最小二乘问题.

由于张量环分解的结构较为复杂,我们将与命题 2.3、命题 2.5以及命题 2.8
类似的条件数分析结果留待未来工作中展开. 尽管如此, 若高斯–牛顿方法 (算
法 7)生成的序列收敛到某个 𝐖⃗∗ ∈ ℳ且满足 𝐹 (𝐖⃗∗) = 0,则该高斯–牛顿方法具
有超线性收敛性；关于黎曼高斯–牛顿方法可参见 [71, §8.4.1],关于欧氏高斯–牛
顿方法可参见 [4, §10.3].

2.5.2 数值验证

我们将算法 7与文献 [17]中的黎曼梯度法 (TR-RGD)和黎曼共轭梯度法 (TR-
RCG) 进行比较. 后两种方法采用的度量是 𝑔𝐖⃗(𝜉, 𝜂) ∶= ∑𝑑

𝑘=1⟨𝜉𝑘, 𝜂𝑘(𝐖⊤
≠𝑘𝐖≠𝑘 +

𝛿𝐈𝑟𝑘−1𝑟𝑘)⟩其中 𝜉, 𝜂 ∈ T𝐖⃗ℳ,以及 𝛿 > 0为常数. TR-RGD、TR-RCG以及 TR-GN
方法的代码均公开于 https://github.com/JimmyPeng1998/LRTCTR.
张量 𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 由 𝒜 = 𝜏(𝐖⃗∗)构造,其中 𝐖⃗∗ ∈ ℳ的各个元素均从

区间 [0, 1]上的均匀分布中采样. 初始值 𝐖⃗(0) ∈ ℳ采用相同方式生成. 给定采
样率 𝑝,我们从 [𝑛1] × [𝑛2] × ⋯ × [𝑛𝑑]中随机选取 𝑝𝑛1𝑛2 ⋯ 𝑛𝑑 个样本以构造采样集

合 Ω. 我们在实验中设置 𝑑 = 3, 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 100, 𝑝 = 0.05, 张量环秩参数取
𝐫∗ = (1, 1, 1), (2, 2, 2), … , (8, 8, 8),并令 𝛿 = 10−15.
我们采用所有方法的默认参数设置. TR-RGD方法与 TR-RCG方法的步长策

略均采用 Armijo回溯线搜索 (1-19). 共轭梯度参数选取为改进的 Hestenes–Stiefel
规则在黎曼情形下的版本 [134]. 式 (1-19)中的参数设置为 𝜌 = 0.3, 𝑎 = 2−13, 𝑠0 =
1. 每种方法的性能通过训练误差 𝜀Ω(𝐖⃗(𝑡)) ∶= ‖ PΩ(𝜏(𝐖⃗(𝑡))) − PΩ(𝒜)‖F/‖ PΩ(𝒜)‖F
以及测试误差 𝜀Γ(𝐖⃗(𝑡))来评估,其中 Γ为与 Ω不同的测试集合,且设置 |Γ| = 100.
当满足以下任一停机准则时算法终止: 1) 训练误差 𝜀Ω(𝐖⃗(𝑡)) < 10−14; 2) 达到最
大迭代次数 1000; 3)相对变化率 |(𝜀Ω(𝐖⃗(𝑡)) − 𝜀Ω(𝐖⃗(𝑡−1)))/𝜀Ω(𝐖⃗(𝑡−1))| < 𝜀; 4)步长
𝑠(𝑡) < 10−10.
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数值结果如图 2-7和图 2-8所示. 一方面,我们观察到 TR-GN方法比 TR-RGD
和 TR-RCG具有更快的收敛速度,这是因为 TR-GN利用了 ∇2𝑓(𝐖⃗)的更多二阶
信息,而 TR-RGD和 TR-RCG中的预条件度量仅利用了 Hessian算子的对角块信
息. 另一方面,图 2-8表明,随着 TR秩 𝐫∗ 的增大, TR-GN方法达到停止准则所需
的计算时间增长速度快于 TR-RGD和 TR-RCG.

图 2-7当 TR秩参数为 𝐫∗ = (5, 5, 5)时的训练误差和测试误差. 每种方法均进行 10次独立重
复实验.

Figure 2-7 Training and test errors for TR rank 𝐫∗ = (5, 5, 5). Each method is tested for 10
runs.
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图 2-8当 TR秩 𝐫∗ = (1, 1, 1), (2, 2, 2), … , (8, 8, 8)时,各方法达到停止准则所需的计算时间.
Figure 2-8 Computation time required for each method to reach the stopping criteria for TR

rank 𝐫∗ = (1, 1, 1), (2, 2, 2), … , (8, 8, 8).

2.6 本章小结

不同的黎曼度量,能导出不同的黎曼梯度,进而影响流形优化方法的性能. 我
们通过理论与实验证明,精心构造的度量确实有助于加速黎曼方法. 具体而言,我
们提出了一个求解乘积流形上优化问题的一般框架, 该框架使用了预条件度量,
并提出了三种具体方法来构造算子以近似黎曼Hessian算子. 从概念上讲,包括黎
曼高斯牛顿方法以及数值线性代数中的块 Jacobi预条件法在内的多种现有方法,
都可以通过选取特定度量的方式,利用所提出的框架进行解释. 在本文中,我们提
出了三类预条件子的构造方式,即精确预条件子、左右预条件子以及高斯–牛顿
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预条件子. 在实际应用中,预条件子的选择需结合具体问题进行权衡分析. 一般而
言,若精确预条件子或高斯–牛顿预条件子的计算代价在可接受范围内,我们优先
推荐采用这两类方法; 而当其计算开销较大时, 则更建议采用基于矩阵结构的左
右预条件子. 该类预条件子作用于矩阵 (或张量)的各个模态,在有效改善问题条
件数的同时,不会额外引入过大的计算代价.
我们基于所提出的框架,为典型相关分析和截断奇异值分解设计了新的预条

件度量,并通过计算局部极小点处黎曼 Hessian算子的条件数验证了所提出度量
的效果,理论结果显示条件数确实得到了改善. 数值结果进一步验证,精心设计的
度量确实能够提升流形优化方法的性能.
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第 3章 求解张量环格式张量补全问题的黎曼预条件方法

3.1 引言

张量补全问题作为矩阵补全问题的自然推广,其目标是基于部分观测到的张
量元素来恢复原始张量. 在实际应用中,从真实场景中采集的数据通常被认为具
有潜在的低秩结构. 因此,在矩阵补全问题中,低秩矩阵分解方法被广泛采用,以
降低计算成本并节省存储开销. 基于同样的思想,低秩张量分解在张量补全问题
中发挥着重要作用,其应用已广泛存在于多个领域中,例如推荐系统 [96, 117]、图
像处理 [135],以及高维函数的插值问题 [60, 137].
在本章中,我们考虑具有有界张量环秩 𝐫 ∶= (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑑)的张量补全问题.

给定一个仅在指标集 Ω ⊆ [𝑛1] × ⋯ × [𝑛𝑑]上元素可知的 𝑑 阶张量 𝒜 ∈ ℝ𝑛1×⋯×𝑛𝑑 ,
这里 𝑘 ∈ [𝑑]以及 𝑑 ≥ 3是一个正整数. 张量补全问题建模如下:

min 1
2 ‖PΩ(J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K) − PΩ(𝒜)‖

2
F

s. t. (𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑) ∈ ℳ𝒰 ,
(3-1)

这里 J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K ∈ ℝ𝑛1×⋯×𝑛𝑑 具有核张量为 𝒰𝑘 ∈ ℝ𝑟𝑘×𝑛𝑘×𝑟𝑘+1 的张量环分

解; 具体定义详见 1.6. PΩ 为往 Ω 上的投影, 也就是说, 若 (𝑖1, … , 𝑖𝑑) ∈ Ω, 则
PΩ(𝒳)(𝑖1, … , 𝑖𝑑) = 𝒳(𝑖1, … , 𝑖𝑑),否则 PΩ(𝒳)(𝑖1, … , 𝑖𝑑) = 0. 问题 (3-1)的搜索空间
为张量空间的乘积空间,也就是

ℳ𝒰 ∶= ℝ𝑟1×𝑛1×𝑟2 × ℝ𝑟2×𝑛2×𝑟3 × ⋯ × ℝ𝑟𝑑×𝑛𝑑×𝑟1 .

相关的研究与动机 张量补全问题具有多种不同的建模方式,其中一类是基于核
范数最小化的方法. 在矩阵补全问题中,通常通过最小化矩阵的核范数 (它是矩阵
秩的一个凸松弛)来求解. Liu等人 [135]将 “核范数”的概念推广到张量情形,通
过计算张量各个展平矩阵的核范数之和来定义张量核范数,并采用交替方向乘子
法来求解张量补全问题. 鉴于实际观测到的张量数据往往受到噪声扰动, Zhao等
人 [138]针对基于管状核范数 (tubal nuclear norm)的鲁棒张量补全问题进行了研
究, 并提出了一种近端主要化–最小化 (proximal majorization–minimization) 算法.
上述算法通常需要以完整大小存储张量,其参数数量为 𝑛1𝑛2 ⋯ 𝑛𝑑 ,随张量阶数 𝑑
呈指数级增长.
与直接处理完整大小的张量相比,基于张量分解的方法 [38]能够利用张量补

全问题中的低秩结构,从而显著减少搜索空间中的参数量并节约存储. 考虑到张
量分解所具有的块结构,可以通过在固定其余块的情况下更新某一个块来构造交
替最小化方法. Jain和 Oh [139]针对对称三阶张量的 CP分解提出了一种交替最
小化方法. 对于 Tucker 分解, 交替最小化方法, 也称为交替最小二乘 (alternating
least squares, ALS) 算法, 由 Andersson 和 Bro [140] 进行了研究, 其中每一步的
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子问题均为一个最小二乘问题. 张量链分解 [41, 141], 在计算物理中也被称为
矩阵乘积态 (matrix product states, MPS) [20, 59],将一个张量分解为 𝑑 个核张量.
Grasedyck等人 [142]提出了用于张量链分解补全问题的交替方向拟合算法. 近年
来, Zhao等人 [42]提出了张量环分解,作为张量链分解的推广形式; 在计算物理
中,它也被称为具有周期边界条件的 MPS.文献 [42]中提出了用于求解 TR分解
问题的 ALS算法,并在后续工作中将其应用于张量补全问题 [143]. 总体而言,当
参数数量随张量维数 𝑑线性增长时, ALS方法已被证明在张量补全问题中是有效
的. 然而,在实际应用中,这类方法可能会面临过拟合的问题,并且对初始化较为
敏感 [144].
近年来, 基于张量流形的黎曼优化方法在求解张量补全问题中展现出良好

的前景. 由于搜索空间本身是一个流形, 可以利用丰富的几何工具, 在流形上构
造高效的优化算法, 并能够保证算法的收敛性; 相关综述可参见 [70, 71]. Acar
等人 [145] 基于 CP 分解提出了一种用于张量补全的欧氏非线性共轭梯度方法.
Dong等人 [117]在 CP分解导出的矩阵乘积空间上引入黎曼度量,提出了相应的
黎曼梯度方法和黎曼共轭梯度方法. 针对 Tucker分解下的张量补全问题, Kress-
ner等人 [15]在固定秩张量流形上提出了黎曼共轭梯度方法. Kasai和Mishra [96]
进一步引入了一种预条件黎曼度量, 并研究了基于 Tucker 分解的商流形几何结
构, 同时提出了相应的黎曼共轭梯度法. 基于固定 TT 秩张量流形的几何性质,
Steinlechner [60]提出了黎曼共轭梯度法. 进一步地, Cai等人 [118]系统研究了该
流形上的商几何结构, 并提出了黎曼梯度、黎曼共轭梯度以及黎曼高斯–牛顿算
法.
张量环分解是张量链分解的一种推广. 一方面, TR分解提供了更加灵活的张

量秩选择. 具体而言, TR 分解中各个核张量的展平矩阵不必是满秩的, 而在 TT
分解中,核张量的模态 1与模态 3展平矩阵必须满秩. 此外, TR分解通过将 TT分
解中首尾核张量的秩约束从 1放宽为任意正整数, 即从 TT秩 (1, 𝑟2, … , 𝑟𝑑 , 1)放
宽至 TR秩 (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑑),从而允许在模态 1与模态 𝑑 方向上更充分地挖掘张量
中的信息,实现更强的表达力 [146]. 另一方面,尽管具有有界 TR秩的张量集合并
不构成 ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 的一个黎曼子流形, TR分解仍然保留了与 TT分解类似的块
结构. 这一结构使我们能够为搜索空间赋予流形结构,并构造具有预条件效果的
黎曼度量. 具体而言,我们通过对问题 (3-1)进行等价重构,在如下由展平矩阵组
成的乘积空间上发展基于 TR分解的张量补全问题的黎曼优化方法：

ℳ ∶= ℝ𝑛1×𝑟1𝑟2 × ℝ𝑛2×𝑟2𝑟3 × ⋯ × ℝ𝑛𝑑−1×𝑟𝑑−1𝑟𝑑 × ℝ𝑛𝑑×𝑟𝑑𝑟1 .

通过在ℳ上引入一个非欧度量,我们将该搜索空间ℳ视为一个黎曼流形.

本章主要内容 我们基于张量环分解对张量补全问题进行建模,其搜索空间为由
TR分解中各个核张量的模态 2展平矩阵所组成的乘积空间. 我们在该空间上设
计了具有预条件效果的黎曼度量,并提出了黎曼梯度法和黎曼共轭梯度法来求解
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张量补全问题. 我们证明了由所提出算法生成的序列的任一聚点都是一个稳定
点. 在计算 (黎曼)梯度的过程中,往往涉及大规模矩阵的构造与乘法运算,其计算
复杂度随张量阶数 𝑑 呈指数级增长,在实际应用中难以承受. 为提升所提出算法
的计算效率, 我们利用 TR分解的结构, 提出了一种计算复杂度关于阶数 𝑑 多项
式级别的高效算法来计算 (黎曼)梯度.
我们在多种人工合成数据和真实数据集上,将所提出的算法与现有方法在不

同张量补全任务中进行了比较,这些数据集包括电影评分数据、高光谱图像以及
高维函数等. 数值实验结果表明, 基于 TR分解的方法在恢复性能上优于基于其
他分解的算法. 此外,在 TR分解框架下,所提出的算法在性能上优于交替最小二
乘算法.

3.2 张量环格式张量补全问题的等价刻画

在本节中, 我们对基于 TR 的张量补全问题 (3-1) 进行等价刻画. 回顾定
义 1.7 中子链张量的性质, 我们可以将基于 TR 的张量问题表述在模态 2 展平
矩阵𝐖1, … ,𝐖𝑑 上. 具体而言,一个 TR张量 𝒳 = J𝒰1, … , 𝒰𝑑K的更新过程涉及
对各个核张量 𝒰1, … , 𝒰𝑑 的更新,而通过矩阵化操作𝐖𝑘 = (𝒰𝑘)(2)这等价于更新

对应的模态 2展平矩阵𝐖1, … ,𝐖𝑑 . 换言之,模态 2展平矩阵足以承载所有与张
量相关的计算. 值得注意的是,在给定𝐖1, … ,𝐖𝑑 的情况下,对于任意 𝑗 ≠ 𝑘,矩
阵𝐖𝑘𝐖

⊤
≠𝑘 与𝐖𝑗𝐖⊤

≠𝑗 表示的是同一个张量在不同模态下的展平矩阵. 在实际计
算中,我们从不显式地计算𝐖𝑘𝐖

⊤
≠𝑘.

随后,张量补全问题 (3-1)可以被重新表述为定义在 TR分解中各个核张量的
模态 2展平矩阵所构成的乘积空间上的优化问题,即

ℳ = ℝ𝑛1×𝑟1𝑟2 × ℝ𝑛2×𝑟2𝑟3 × ⋯ × ℝ𝑛𝑑−1×𝑟𝑑−1𝑟𝑑 × ℝ𝑛𝑑×𝑟𝑑𝑟1 .

在该乘积空间ℳ上, Frobenius范数定义为 ‖𝐖⃗‖F ∶= √∑𝑑
𝑘=1 ‖𝐖𝑘‖2

F,其中 𝐖⃗ =
(𝐖1, … ,𝐖𝑑) ∈ ℳ.

在本文中,我们关注如下张量补全问题：

min
𝐖⃗=(𝐖1,…,𝐖𝑑)∈ℳ

𝑓(𝐖⃗) ∶= 𝑓Ω(𝐖⃗) + 𝑟(𝐖⃗). (3-2)

目标函数 𝑓 由两部分组成. 第一部分为残差函数

𝑓Ω(𝐖⃗) ∶= 1
2𝑝 ‖PΩ(𝒳) − PΩ(𝒜)‖

2
F = 1

2𝑝 ‖PΩ(𝑘) (𝐖𝑘𝐖
⊤
≠𝑘 − 𝐀(𝑘))‖

2

F
,

其中 𝑝 ∶= |Ω|/(𝑛1𝑛2 ⋯ 𝑛𝑑)为采样率, 𝐀(𝑘)表示张量𝒜的模态 𝑘展平矩阵, Ω(𝑘)为

采样集合 Ω的模态 𝑘展平矩阵;第二部分为正则化项 𝑟(𝐖⃗),我们选取

𝑟(𝐖⃗) ∶= 𝜆
2‖𝐖⃗‖2

F,
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该形式与最大间隔矩阵分解 (Maximum-margin Matrix Factorization) [147]中的正
则化方式类似,其中 𝜆 > 0为正则化参数. 该正则化项使变量 𝐖⃗保持在ℳ的一

个紧子集中,并保证算法的收敛性;相关分析可参见第 3.4节.
由于在给定 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑑 以及 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑑 的情况下,张量化算子 ten(2)(⋅)是

可逆的,因此,问题 (3-2)中的搜索空间与原问题 (3-1)中的搜索空间是等价的. 这
两个搜索空间分别通过矩阵化与张量化操作相互关联：即对于 (𝐖1,𝐖2, … ,𝐖𝑑) ∈
ℳ与 (𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑) ∈ ℳ𝒰 ,有矩阵化𝐖𝑘 = (𝒰𝑘)(2)和张量化 𝒰𝑘 = ten(2)(𝐖𝑘),
也就是说,

(𝒰1, … , 𝒰𝑑) ∈ ℳ𝒰

ℝ𝑟1×𝑛1×𝑟2 × ⋯ × ℝ𝑟𝑑×𝑛𝑑×𝑟1

矩阵化

𝐖𝑘 = (𝒰𝑘)(2)
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−𝒰𝑘 = ten(2)(𝐖𝑘)

张量化

ℳ ∋ (𝐖1, … ,𝐖𝑑)
ℝ𝑛1×𝑟1𝑟2 × ⋯ × ℝ𝑛𝑑×𝑟𝑑𝑟1

.

此外,我们注意到,乘积空间ℳ中的一个元素 𝐖⃗ = (𝐖1, … ,𝐖𝑑)也可以通过 TR
分解表示为一个张量 Jten(2)(𝐖1), … , ten(2)(𝐖𝑑)K ∈ ℝ𝑛1×⋯×𝑛𝑑 . 基于此, 我们定义
映射

𝜏 ∶ ℳ → ℝ𝑛1×⋯×𝑛𝑑 , 𝜏(𝐖⃗)∶=Jten(2)(𝐖1), … , ten(2)(𝐖𝑑)K, (3-3)

该映射将在第 3.5节数值实验中用于生成人工合成数据.
给定目标函数 𝑓 ,其关于𝐖𝑘的一阶导数具有如下形式：

𝜕𝐖𝑘𝑓(𝐖⃗) = 𝜕𝐖𝑘𝑓Ω(𝐖⃗) + 𝜕𝐖𝑘𝑟(𝐖⃗) = 1
𝑝𝐒(𝑘)𝐖≠𝑘 + 𝜆𝐖𝑘 对所有的 𝑘 ∈ [𝑑],

其中 𝒮 ∶= PΩ(𝜏(𝐖⃗)) − PΩ(𝒜)称为残差张量, 𝐒(𝑘)表示张量 𝒮 的模态 𝑘展平矩阵.
因此, 𝑓Ω在 𝐖⃗ ∈ ℳ处的欧氏梯度可表示为

∇𝑓Ω(𝐖⃗) = (
1
𝑝𝐒(1)𝐖≠1, 1

𝑝𝐒(2)𝐖≠2, … , 1
𝑝𝐒(𝑑)𝐖≠𝑑) . (3-4)

此外, 还可以采用欧氏梯度下降类算法 (例如 [148])来求解补全问题 (3-2). 近年
来, 研究者开始关注黎曼预条件算法, 即在搜索空间上引入非欧氏度量. 该度量
的构造旨在通过目标函数 Hessian 算子的 “对角块” 来对其进行近似. 这类算法
能够显著提升基于欧氏方法的性能,并已成功应用于矩阵与张量补全问题中 (例
如 [96, 117, 118, 121]). 然而,将上述方法直接推广到 TR分解情形并非易事,因为
这通常涉及大规模矩阵的构造与计算. 在下一节中,我们将探讨如何针对张量补
全问题 (3-2)设计高效的预条件算法.

3.3 张量补全算法

我们首先在流形ℳ上构造一种预条件黎曼度量,并在该度量下推导相应的
黎曼梯度. 随后,提出黎曼梯度下降算法和黎曼共轭梯度法. 最后,给出一种高效
计算黎曼梯度的实现流程.
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3.3.1 一个新的预条件度量

在ℳ上构造预条件度量的核心思想,是利用目标函数 𝑓Ω 的二阶信息,从而
构造一个近似牛顿方向的搜索方向. 具体而言, 我们希望构造一个算子 ℋ(𝐖⃗) ∶
T𝐖⃗ℳ → T𝐖⃗ℳ使得

⟨ℋ(𝐖⃗)[𝝃], 𝜼⟩ ≈ ∇2𝑓Ω(𝐖⃗)[𝝃, 𝜼] (3-5)

对任意 𝝃, 𝜼 ∈ T𝐖⃗ℳ ≃ ℳ成立. 其中, T𝐖⃗ℳ表示 𝐖⃗ ∈ ℳ处的切空间, ∇2𝑓Ω 表

示 𝑓Ω的欧氏 Hessian算子. 注意到

T𝐖⃗ℳ = T𝐖1ℝ𝑛1×𝑟1𝑟2 × ⋯ × T𝐖𝑑−1ℝ𝑛𝑑−1×𝑟𝑑−1𝑟𝑑 × T𝐖𝑑 ℝ𝑛𝑑×𝑟𝑑𝑟1

= ℝ𝑛1×𝑟1𝑟2 × ⋯ × ℝ𝑛𝑑−1×𝑟𝑑−1𝑟𝑑 × ℝ𝑛𝑑×𝑟𝑑𝑟1 .

因此,一个切向量 𝝃 ∈ T𝐖⃗ℳ可以表示为 𝝃 = (𝝃1, 𝝃2, … , 𝝃𝑑)这里 𝝃𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑟𝑘𝑟𝑘+1 .
为此,我们首先计算欧氏 Hessian算子的显式形式. 对于任意 𝝃, 𝜼 ∈ T𝐖⃗ℳ,有

∇2𝑓Ω(𝐖⃗)[𝝃, 𝜼] =
𝑑

∑
𝑘=1

⟨𝜕2
𝐖𝑘,𝐖𝑘

𝑓Ω(𝐖⃗)[𝝃], 𝜼⟩ +
𝑑

∑
ℓ,𝑚=1,ℓ≠𝑚

⟨𝜕2
𝐖ℓ,𝐖𝑚

𝑓Ω(𝐖⃗)[𝝃], 𝜼⟩.

通过直接计算, ∇2𝑓Ω(𝐖⃗)的 “对角块”具有如下形式：

𝜕2
𝐖𝑘,𝐖𝑘

𝑓Ω(𝐖⃗)[𝝃] = 1
𝑝 PΩ(𝑘) (𝝃𝑘𝐖⊤

≠𝑘)𝐖≠𝑘 对所有的𝑘 ∈ [𝑑]. (3-6)

由于计算 “非对角块” 𝜕2
𝐖ℓ,𝐖𝑚

𝑓Ω(𝐖⃗)的形式较为复杂, 为了在精度与计算量之间
取得平衡,我们仅保留 “对角块”来构造算子 ℋ(𝐖⃗). 一种直观的构造方式是直接
利用上述二阶导数,即定义

ℋΩ(𝐖⃗)[𝝃] ∶= (𝜕2
𝐖1,𝐖1

𝑓Ω(𝐖⃗)[𝝃], … , 𝜕2
𝐖𝑑 ,𝐖𝑑

𝑓Ω(𝐖⃗)[𝝃]) ,

该算子依赖于具体的采样集合 Ω. 然而,我们希望构造一个能够适用于具有子采
样结构的一类张量补全问题的算子,因此对式 (3-6)取期望. 更具体地,我们假设
采样集合 Ω 中的索引是以概率 𝑝 独立同分布地服从伯努利分布. 通过对 “对角
块”关于 Ω取期望,可以消除投影算子 PΩ. 由此,我们定义算子

ℋ(𝐖⃗)[𝝃] ∶= (𝔼Ω [𝜕2
𝐖1,𝐖1

𝑓Ω(𝐖⃗)[𝝃]] , … , 𝔼Ω [𝜕2
𝐖𝑑 ,𝐖𝑑

𝑓Ω(𝐖⃗)[𝝃]])
= (𝝃1𝐖⊤

≠1𝐖≠1, … , 𝝃𝑑𝐖⊤
≠𝑑𝐖≠𝑑) .

(3-7)

需要注意的是, ℋΩ 与 ℋ 均可用于近似目标函数的二阶信息,其中 ℋ 是 ℋΩ 的期

望形式. 出于计算上的便利性,本文采用算子 (3-7),当然,在实际应用中也可以考
虑其他类型的子采样方式. 基于上述算子,我们进一步定义一种新的度量.

定义 3.1 (预条件度量). 𝑔 是 ℳ 上的一个内积, 对于所有的 𝐖⃗ ∈ ℳ 和 𝝃, 𝜼 ∈
T𝐖⃗ℳ,它的定义是

𝑔𝐖⃗(𝝃, 𝜼) ∶=
𝑑

∑
𝑘=1

tr (𝝃𝑘𝐇𝑘(𝐖⃗)𝜼⊤
𝑘 ) , (3-8)
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这里 𝐇𝑘(𝐖⃗) ∈ ℝ𝑟𝑘𝑟𝑘+1×𝑟𝑘𝑟𝑘+1 是一个矩阵,定义为

𝐇𝑘(𝐖⃗) ∶= 𝐖⊤
≠𝑘𝐖≠𝑘 + 𝛿𝐈𝑟𝑘𝑟𝑘+1 ,

𝛿 > 0以及单位矩阵 𝐈𝑟𝑘𝑟𝑘+1 ∈ ℝ𝑟𝑘𝑟𝑘+1×𝑟𝑘𝑟𝑘+1 .

由于矩阵𝐖⊤
≠𝑘𝐖≠𝑘 不一定是正定的,因此引入一个平移项 𝛿𝐈𝑟𝑘𝑟𝑘+1 以避免奇

异性. 此外,度量 𝑔在ℳ上是光滑的,从而构成ℳ上一个良定义的黎曼度量. 由
此可知, 赋予度量 𝑔 之后, ℳ成为一个黎曼流形, 而任意切向量 𝝃 ∈ T𝐖⃗ℳ的范

数可定义为 ‖𝝃‖𝐖⃗ ∶= √𝑔𝐖⃗(𝝃, 𝝃). 黎曼梯度 (参见 [71, §3.6]) grad𝑓(𝐖⃗)被定义为
T𝐖⃗ℳ中对所有 𝝃 ∈ T𝐖⃗ℳ唯一满足

𝑔𝐖⃗ (grad𝑓(𝐖⃗), 𝝃) = D𝑓(𝐖⃗)[𝝃] ∶= ⟨∇𝑓(𝐖⃗), 𝝃⟩

成立的元素. 值得注意的是

𝑔𝐖⃗(𝜼, 𝝃) =
𝑑

∑
𝑘=1

tr (𝜼𝑘𝐇𝑘(𝐖⃗) (𝝃𝑘)
⊤

) = ⟨(ℋ + 𝛿ℐ)(𝐖⃗)[𝜼], 𝝃⟩,

这里 ℐ(𝐖⃗) ∶ T𝐖⃗ℳ → T𝐖⃗ℳ是恒等映射. 于是我们有

grad𝑓(𝐖⃗) = (ℋ + 𝛿ℐ)−1(𝐖⃗)[∇𝑓(𝐖⃗)].

结合 (3-2)与 (3-5)可知, grad𝑓 是目标函数 𝑓 的 Newton方向的一种近似. 因此,度
量 (3-8)对欧氏梯度起到了预条件作用. 基于这一观察,我们将新的度量 (3-8)称
为定义在ℳ上的预条件度量. 综上所述,黎曼梯度可以由式 (3-4)按如下方式计
算.

命题 3.1 (黎曼梯度). 函数 𝑓 在 𝐖⃗ ∈ ℳ处关于度量 𝑔的黎曼梯度为

grad𝑓(𝐖⃗) = (𝜕𝐖1𝑓(𝐖⃗)𝐇−1
1 (𝐖⃗), … , 𝜕𝐖𝑑 𝑓(𝐖⃗)𝐇−1

𝑑 (𝐖⃗)) . (3-9)

3.3.2 黎曼预条件算法

基于预条件度量 (3-8)以及黎曼梯度 (3-9),我们提出黎曼梯度法和黎曼共轭
梯度法,用以求解张量补全问题 (3-2).

黎曼梯度法 黎曼梯度下降算法如算法 8所示. 需要注意的是,在流形ℳ上的收

缩映射为恒等映射. 关于步长的选取,我们考虑以下两种策略：1)精确线搜索. 通
过求解如下优化问题得到步长

𝑠(𝑡)
exact ∶= arg min

𝑠>0
ℎ(𝑠) = 𝑓(𝐖⃗(𝑡) + 𝑠𝜼(𝑡)). (3-10)

56



第 3章 求解张量环格式张量补全问题的黎曼预条件方法

由于 ℎ 是关于 𝑠 的一个 2𝑑 次多项式, 其导函数 ℎ′(𝑠) 为 2𝑑 − 1 次多项式, 因此
𝑠(𝑡)

exact 可由 ℎ′(𝑠)的根得到; 2) Armijo回溯线搜索. 给定初始步长 𝑠(𝑡)
0 > 0,寻找最

小的非负整数 ℓ,使得当𝑠(𝑡) = 𝜌ℓ𝑠(𝑡)
0 > 𝑠min时,不等式

𝑓(𝐖⃗(𝑡)) − 𝑓(𝐖⃗(𝑡) + 𝑠(𝑡)𝜼(𝑡)) ≥ −𝑠(𝑡)𝑎𝑔𝐖⃗(𝑡) (grad𝑓(𝐖⃗(𝑡)), 𝜼(𝑡)
) (3-11)

成立,其中 𝜌, 𝑎 ∈ (0, 1)以及 𝑠min > 0为回溯线搜索参数. 此外,文献 [149]中提出
的黎曼 Barzilai–Borwein(RBB)步长,在许多应用中有良好的数值表现. 其定义为

𝑠(𝑡)
RBB1 ∶=

‖𝐙⃗(𝑡−1)‖2
𝐖⃗(𝑡)

|𝑔𝐖⃗(𝑡)(𝐙⃗(𝑡−1), 𝐘⃗(𝑡−1))|
以及 𝑠(𝑡)

RBB2 ∶=
|𝑔𝐖⃗(𝑡)(𝐙⃗(𝑡−1), 𝐘⃗(𝑡−1))|

‖𝐘⃗(𝑡−1)‖2
𝐖⃗(𝑡)

, (3-12)

其中 𝐙⃗(𝑡−1) ∶= 𝐖⃗(𝑡) − 𝐖⃗(𝑡−1), 𝐘⃗(𝑡−1) ∶= grad𝑓(𝐖⃗(𝑡)) − grad𝑓(𝐖⃗(𝑡−1)). 基于 RBB步
长的良好数值表现,我们将 RBB步长作为初始步长 𝑠(𝑡)

0 . 值得注意的是,在实际计
算中,初始步长 𝑠(0)

0 也可以通过精确线搜索 (3-10)生成.

算法 8求解问题 (3-2)的黎曼梯度法 (TR-RGD)
输入: 𝑓 ∶ ℳ → ℝ, 𝐖⃗(0) ∈ ℳ, 阈值 𝜀 > 0, 𝑡 = 0; 回溯线搜索参数 𝜌, 𝑎 ∈

(0, 1), 𝑠min > 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 计算搜索方向 𝜼(𝑡) = −grad𝑓(𝐖⃗(𝑡)).
3: 通过精确线搜索 (3-10)或回溯线搜索 (3-11)计算步长 𝑠(𝑡).
4: 更新 𝐖⃗(𝑡+1) = 𝐖⃗(𝑡) + 𝑠(𝑡)𝜼(𝑡); 𝑡 = 𝑡 + 1.
5: end while
输出: 𝐖⃗(𝑡) ∈ ℳ.

求解张量环补全问题的一个典型方法是交替最小二乘法 [143](简称TR-ALS).
我们在下面的注释中阐述 TR-ALS与本文提出的 TR-RGD算法之间的联系与区
别.

注. TR-ALS和 TR-RGD都可以被视为线搜索类方法. 不同之处在于,在 TR-ALS
中, 因子矩阵 𝐖1, … ,𝐖𝑑 是通过精确线搜索按顺序逐个更新的; 而在所提出的
TR-RGD方法中, (𝐖1, … ,𝐖𝑑)被整体视为流形ℳ上的一个点 𝐖⃗,并通过黎曼梯
度法进行同步更新. 所提出的 TR-RGD方法得益于一个针对张量补全问题 (3-2)
精心设计的预条件度量 (3-8). 此外, TR-RGD允许更加灵活的步长选择策略,例如
精确线搜索以及黎曼 Barzilai–Borwein步长. 因此, TR-RGD方法在实际应用中具
有潜在的竞争优势.
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黎曼共轭梯度法 算法 9展示了求解问题 (3-2)的黎曼共轭梯度法. 针对参数 𝛽(𝑡),
我们考虑黎曼版本的 [134]修正 Hestenes–Stiefel准则 (HS+) [150],即

𝛽(𝑡)∶= max
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑔𝐖⃗(𝑡) (grad𝑓(𝐖⃗(𝑡)) − grad𝑓(𝐖⃗(𝑡−1)), grad𝑓(𝐖⃗(𝑡)))

𝑔𝐖⃗(𝑡) (grad𝑓(𝐖⃗(𝑡)) − grad𝑓(𝐖⃗(𝑡−1)), 𝜼(𝑡−1))
, 0

⎫⎪
⎬
⎪⎭

. (3-13)

我们选择回溯线搜索 (3-11)作为算法 9的步长选取准则.

算法 9求解问题 (3-2)的黎曼共轭梯度法 (TR-RCG)
输入: 𝑓 ∶ ℳ → ℝ, 𝐖⃗(0) ∈ ℳ, 阈值 𝜀 > 0, 𝑡 = 0, 𝜼(−1) = 0; 回溯线搜索参数

𝜌, 𝑎 ∈ (0, 1), 𝑠min > 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 利用 (3-13)计算搜索参数 𝜼(𝑡) = −grad𝑓(𝐖⃗(𝑡)) + 𝛽(𝑡)𝜼(𝑡−1).
3: 通过回溯线搜索 (3-11)计算步长 𝑠(𝑡).
4: 更新 𝐖⃗(𝑡+1) = 𝐖⃗(𝑡) + 𝑠(𝑡)𝜼(𝑡); 𝑡 = 𝑡 + 1.
5: end while
输出: 𝐖⃗(𝑡) ∈ ℳ.

在这两种算法中, 黎曼梯度的计算占据了总体计算开销的主要部分, 因为其
涉及大规模矩阵的构造与乘法运算. 由于该计算代价随张量阶数 𝑑 呈指数级增
长,通过构造大规模矩阵直接计算黎曼梯度的方法在实际应用中是不可行的. 因
此,我们有必要设计一种能够高效计算黎曼梯度的计算方法.

3.3.3 梯度的高效计算方式

本小节我们详细研究黎曼梯度 (3-9) 的计算细节. 一般而言, grad𝑓(𝐖⃗) =
(𝜼1, … , 𝜼𝑑)的计算包含两个步骤：第一步是计算欧氏梯度 ∇𝑓(𝐖⃗) = (𝐆1, … ,𝐆𝑑),
见式 (3-4);第二步是组装成黎曼梯度 grad𝑓(𝐖⃗),其中

𝐆𝑘 ∶= 𝜕𝐖𝑘𝑓(𝐖⃗) = 1
𝑝𝐒(𝑘)𝐖≠𝑘 + 𝜆𝐖𝑘,

𝜼𝑘 ∶= 𝐆𝑘𝐇−1
𝑘 (𝐖⃗) = 𝐆𝑘(𝐖⊤

≠𝑘𝐖≠𝑘 + 𝛿𝐈𝑟𝑘𝑟𝑘+1)−1

以及 𝑘 ∈ [𝑑].
采用直接方式计算梯度时,主要涉及以下五个操作：1)对 𝑘 ∈ [𝑑]构造矩阵

𝐖≠𝑘,其计算量为 2 ∑𝑑
𝑘=1 𝑛−𝑘𝑅𝑘 次浮点运算,其中 𝑅𝑘 ∶= 𝑟𝑘 (∑𝑑

𝑗=1,𝑗≠𝑘 𝑟𝑗𝑟𝑗+1); 2)
计算稀疏张量 𝒮 ,需要 2|Ω|𝑟1𝑟2 次浮点运算; 3)通过稀疏与稠密矩阵的乘法计算
欧氏梯度, 该过程需要 2|Ω| ̄𝑟次浮点运算, 其中 ̄𝑟 ∶= ∑𝑑

𝑘=1 𝑟𝑘𝑟𝑘+1; 4)通过稠密矩
阵的乘法计算𝐇𝑘(𝐖⃗),其计算量为 2 ∑𝑑

𝑘=1 𝑛−𝑘(𝑟𝑘𝑟𝑘+1)2; 5)通过乔列斯基分解求解
线性系统以获得黎曼梯度,其计算量为∑𝑑

𝑘=1 (2𝑛𝑘(𝑟𝑘𝑟𝑘+1)2 + 𝐶chol(𝑟𝑘𝑟𝑘+1)3). 综合
上述各项操作,直接计算黎曼梯度的总计算量为

2|Ω|𝑑 ̄𝑟 + 2|Ω|𝑟1𝑟2 +
𝑑

∑
𝑘=1

(2𝑛−𝑘(𝑅𝑘 + (𝑟𝑘𝑟𝑘+1)2) + 2𝑛𝑘(𝑟𝑘𝑟𝑘+1)2 + 𝐶chol(𝑟𝑘𝑟𝑘+1)3)
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次浮点运算. 若 𝑛1 = ⋯ = 𝑛𝑑 = 𝑛且 𝑟1 = ⋯ = 𝑟𝑑 = 𝑟,则上述复杂度可化简为

2(𝑑 + 1)|Ω|𝑟2 + 2𝑑(𝑑 − 1)𝑛𝑑−1𝑟3 + 2𝑑𝑛𝑑−1𝑟4 + 2𝑑𝑛𝑟4 + 𝐶chol𝑑𝑟6

次浮点运算. 在实际计算中,阶为 𝒪(𝑛𝑑−1)的项占据了主导地位.
通过利用 𝐖⊤

≠𝑘𝐖≠𝑘 的 Kronecker 积结构, 可以显著降低总体计算成本. 算
法 10给出了在不显式构造𝐖≠𝑘 的情况下计算𝐖⊤

≠𝑘𝐖≠𝑘 的方法. 具体而言,该矩
阵乘积可表示为

𝐖⊤
≠𝑘𝐖≠𝑘 =

𝑛−𝑘

∑
𝑖=1

𝐖≠𝑘(∶, 𝑖)𝐖≠𝑘(∶, 𝑖)⊤ = ∑
𝐢−𝑘

𝐰̃𝑘(𝐢−𝑘)𝐰̃𝑘(𝐢−𝑘)⊤, (3-14)

这里 𝐰̃𝑘(𝐢−𝑘) ∶= vec((∏𝑑
𝑗=𝑘+1 𝐔𝑗(𝑖𝑗) ∏𝑘−1

𝑗=1 𝐔𝑗(𝑖𝑗))⊤)对应于矩阵𝐖≠𝑘 的行,以及指
标 𝐢−𝑘 ∶= (𝑖𝑘+1, … , 𝑖𝑑 , 𝑖1, … , 𝑖𝑘−1) ∈ [𝑛𝑘+1] × ⋯ × [𝑛𝑑] × [𝑛1] × ⋯ × [𝑛𝑘−1]. 通过利
用等式 vec(𝐂𝐗𝐁⊤) = (𝐁 ⊗ 𝐂)vec(𝐗) (其中 𝐁,𝐂,𝐗为大小合适的矩阵),我们可以
得到

𝐰̃𝑘(𝐢−𝑘) =
⎛
⎜
⎜
⎝

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑

∏
𝑗=𝑘+1

𝐔𝑗(𝑖𝑗)
𝑘−1

∏
𝑗=1

𝐔𝑗(𝑖𝑗)
⎞
⎟
⎟
⎠

⊗ 𝐈𝑟𝑘

⎞
⎟
⎟
⎠

vec(𝐔𝑘−1(𝑖𝑘−1)⊤)

=
𝑑

∏
𝑗=𝑘+1

(𝐔𝑗(𝑖𝑗) ⊗ 𝐈𝑟𝑘)
𝑘−1

∏
𝑗=1

(𝐔𝑗(𝑖𝑗) ⊗ 𝐈𝑟𝑘)vec(𝐔𝑘−1(𝑖𝑘−1)⊤), (3-15)

其中⊗表示 Kronecker积. 将式 (3-15)代入 (3-14),可以递归地计算𝐖⊤
≠𝑘𝐖≠𝑘:

𝐇̃1 ∶=
𝑛𝑘−1

∑
𝑖𝑘−1=1

vec(𝐔𝑘−1(𝑖𝑘−1)⊤)vec(𝐔𝑘−1(𝑖𝑘−1)⊤)⊤,

𝐇̃2 ∶=
𝑛𝑘−2

∑
𝑖𝑘−2=1

(𝐔𝑘−2(𝑖𝑘−2) ⊗ 𝐈𝑟𝑘)𝐇̃1(𝐔𝑘−2(𝑖𝑘−2)⊤ ⊗ 𝐈𝑟𝑘),

⋮

𝐇̃𝑑−1 ∶=
𝑛𝑘+1

∑
𝑖𝑘+1=1

(𝐔𝑘+1(𝑖𝑘+1) ⊗ 𝐈𝑟𝑘)𝐇̃𝑑−2(𝐔𝑘+1(𝑖𝑘+1)⊤ ⊗ 𝐈𝑟𝑘).

由此可得𝐖⊤
≠𝑘𝐖≠𝑘 = 𝐇̃𝑑−1. 于是利用算法 10计算 𝑘 ∈ [𝑑]的𝐖⊤

≠𝑘𝐖≠𝑘计算量为

𝑑

∑
𝑘=1

⎛
⎜
⎜
⎝
2𝑛𝑘−1(𝑟𝑘𝑟𝑘−1)2 + 2

𝑑

∑
𝑖=1,𝑖≠𝑘,𝑘−1

𝑛𝑖𝑟2
𝑘𝑟𝑖𝑟𝑖+1(𝑟𝑖 + 𝑟𝑖+1)

⎞
⎟
⎟
⎠

次浮点运算. 若 𝑛1 = ⋯ = 𝑛𝑑 且 𝑟1 = ⋯ = 𝑟𝑑 ,则黎曼梯度的计算总复杂度为

2𝑑(𝑑 − 1)|Ω|𝑟3 + 2|Ω|𝑟2 + 4𝑑(𝑑 − 2)𝑛𝑟5 + 2𝑑𝑛𝑟4 + 𝐶chol𝑑𝑟6,
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其中最高阶项为 𝒪(𝑛). 为验证算法 10的加速效果,我们在表3-3中给出了基于电
影评分真实数据集的对比实验.

算法 10计算𝐖⊤
≠𝑘𝐖≠𝑘的高效算法

输入: 𝑘 ∈ [𝑑],核张量 𝒰𝑙 = ten(2)(𝐖𝑙),切片矩阵 𝐔𝑙(𝑖𝑙), 𝑖𝑙 ∈ [𝑛𝑙], 𝑙 ∈ [𝑑].
1: 设置 𝑗 = mod(𝑘 − 2 + 𝑑, 𝑑) + 1.
2: 计算 𝐇̃1 = ∑𝑛𝑗

𝑖𝑗=1 vec(𝐔𝑗(𝑖𝑗)⊤)vec(𝐔𝑗(𝑖𝑗)⊤)⊤.
3: for 𝑙 = 2, 3, … , 𝑑 − 1 do
4: 设置 𝑗 = mod(𝑘 − 𝑙 − 1 + 𝑑, 𝑑) + 1.
5: 计算 𝐇̃𝑙 = ∑𝑛𝑗

𝑖𝑗=1(𝐔𝑗(𝑖𝑗) ⊗ 𝐈𝑟𝑘)𝐇̃𝑙−1(𝐔𝑗(𝑖𝑗)⊤ ⊗ 𝐈𝑟𝑘).
6: end for
输出: 𝐇̃𝑑−1 = 𝐖⊤

≠𝑘𝐖≠𝑘.

3.4 收敛性分析

本节分析 TR-RGD和 TR-RCG的全局收敛性. 设 {𝐖⃗(𝑡)}𝑡≥0 为由算法 8或算
法 9生成的一个无限序列. 我们证明该序列的每一个聚点都是一个稳定点;见定
理 3.3和定理 3.4.

引理 3.2 ([74, Lemma 2.7]). 设ℳ′ ⊆ ℳ为一个紧黎曼子流形, R𝑥 ∶ T𝑥ℳ′ → ℳ′

为一个收缩映射. 若函数 𝑓 ∶ ℳ′ → ℝ在ℳ′ 的凸包上具有 Lipschitz连续的梯
度,则存在常数 𝐿 > 0,使得对所有的 𝑥 ∈ ℳ′, 𝜉 ∈ T𝑥ℳ′有

|𝑓 (R𝑥(𝜉)) − 𝑓(𝑥) − 𝑔𝑥(𝜉, grad𝑓(𝑥))| ≤ 𝐿
2 𝑔𝑥(𝜉, 𝜉) .

由于搜索空间 ℳ 是平直的, 引理 3.2 中的收缩映射可取为恒等映射. 由问
题 (3-2)中的正则项 𝜆

2 ‖𝐖⃗‖2
F 可知目标函数 𝑓 具有强制性 (coercivity). 因此,水平

集 ℒ ∶= {𝐖⃗ ∶ 𝑓(𝐖⃗) ≤ 𝑓(𝐖⃗(0))}是紧集. 由式 (3-10)和 (3-11)得到的函数值序列
{𝑓(𝐖⃗(𝑡))}𝑡≥0是单调递减的. 于是, {𝐖⃗(𝑡)}𝑡≥0是包含在 ℒ中的有界序列,并且满足

‖𝐖⃗(𝑡)‖2
F =

2 (𝑓(𝐖⃗(𝑡)) − 𝑓Ω(𝐖⃗(𝑡)))
𝜆 ≤ 2𝑓(𝐖⃗(𝑡))

𝜆 ≤ 2𝑓(𝐖⃗(0))
𝜆 .

因此,序列 {𝐖⃗(𝑡)}𝑡≥0 至少存在一个聚点. 此外,目标函数 𝑓 具有 Lipschitz连续梯
度. 结合引理 3.2以及 [117, Proposition 4.3], 可以采用类似的论证方式证明所提
出的黎曼梯度下降算法的全局收敛性.

定理 3.3. 设 {𝐖⃗(𝑡)}𝑡≥0 为由算法 8生成的一个无限序列,则存在常数 𝐶 > 0,使得
𝑓(𝐖⃗(𝑡)) − 𝑓(𝐖⃗(𝑡+1)) > 𝐶‖grad𝑓(𝐖⃗(𝑡))‖𝐖⃗(𝑡) . 此外,有以下结论成立：1){𝐖⃗(𝑡)}𝑡≥0的

每一个聚点都是 𝑓 的一个稳定点; 2)算法至多经过 ⌈𝑓(𝐖⃗(0))/(𝐶𝜖2)⌉次迭代,即可

返回一个满足 ‖grad𝑓(𝐖⃗)‖𝐖⃗ < 𝜖的点 𝐖⃗ ∈ ℳ.
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下面讨论算法 9中所提出的黎曼共轭梯度法的全局收敛性. 关于一般流形上
RCG方法的收敛性分析,读者可参考 [71, 72]. 这里我们沿用 [71]中的分析框架.
为了满足 [71, Theorem 4.3.1]的基本假设,即搜索方向序列 {𝜼(𝑡)}𝑡≥0 与 {𝐖⃗(𝑡)}𝑡≥0
是梯度相关的 (gradient-related),我们对搜索方向 𝜼(𝑡)施加如下重启策略：

𝜼(𝑡) = −grad𝑓(𝐖⃗(𝑡)) 若 𝑔𝐖⃗(𝑡)(𝜼(𝑡−1), grad𝑓(𝐖⃗(𝑡))) ≥ 0. (3-16)

因此, {𝜼(𝑡)}𝑡≥0是一列下降方向,并且满足

𝑔𝐖⃗(𝑡)(𝜼(𝑡), grad𝑓(𝐖⃗(𝑡)))
= − ‖grad𝑓(𝐖⃗(𝑡))‖2

𝐖⃗(𝑡) + 𝛽(𝑡)𝑔𝐖⃗(𝑡)(𝜼(𝑡−1), grad𝑓(𝐖⃗(𝑡)))

≤ − ‖grad𝑓(𝐖⃗(𝑡))‖2
𝐖⃗(𝑡) . (3-17)

此外,由算法 9可得

‖𝜼(𝑡)‖F = ‖𝐖⃗(𝑡+1) − 𝐖⃗(𝑡)‖F
𝑠(𝑡) ≤ ‖𝐖⃗(𝑡+1)‖F + ‖𝐖⃗(𝑡)‖F

𝑠min
≤ 2

𝑠min √
2𝑓(𝐖⃗(0))

𝜆 , (3-18)

从而 ‖𝜼(𝑡)‖F 是一致有界的. 结合 (3-17)和 (3-18)可知 {𝜼(𝑡)}𝑡≥0 与 {𝐖⃗(𝑡)}𝑡≥0 是梯

度相关的. 由 [71, Theorem 4.3.1],我们得到如下结果.

定理 3.4. 设 {𝐖⃗(𝑡)}𝑡≥0 为在采用重启策略 (3-16)下,由算法 9生成的一个无限序
列,则 {𝐖⃗(𝑡)}𝑡≥0的每一个聚点都是 𝑓 的一个稳定点.

3.5 数值实验

在本节中, 我们在人工合成数据集和真实数据集 (包括电影评分数据、高光
谱图像以及高维函数)上,对 TR-RGD(算法 8)和 TR-RCG(算法 9)与若干基于不
同张量分解的现有算法进行了数值比较. 首先,我们介绍所有参与比较的算法及
其默认参数设置.
我们考虑文献 [60]中基于张量链分解的黎曼共轭梯度法1, 记为 “TT-RCG”.

对于基于 CP 分解的算法, 我们选用 Tensor-Toolbox2 中的 “CP-WOPT” [145], 该
工具箱由 Bader 和 Kolda 提供 [151], 并采用作者推荐的有限记忆 BFGS 算法3.
“GeomCG” [15]是一个用于 Tucker分解张量补全问题的黎曼共轭梯度法4. 此外,
我们还考虑了一种基于核范数的方法5, 即 “HaLRTC” [135, 152]. 除非另有说明,
所有对比算法均采用其默认参数设置.
需要指出的是,步长的选取方式有多种. 在初步数值实验中,我们发现,采用

公式 (3-12)中 RBB2步长的 TR-RGD表现优于采用 RBB1的版本. 因此,在后续
1TTeMPS工具箱：https://www.epfl.ch/labs/anchp/index-html/software/ttemps/.
2Tensor-Toolbox v3.4: http://www.tensortoolbox.org/.
3可从 https://github.com/stephenbeckr/L-BFGS-B-C获取.
4GeomCG工具箱：https://www.epfl.ch/labs/anchp/index-html/software/geomcg/.
5可从 https://github.com/andrewssobral/mctc4bmi/tree/master/algs_tc/LRTC获取.
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比较中我们只考虑 RBB2步长. “TR-RGD (exact)”和 “TR-RGD (RBB)”分别表示
采用精确线搜索 (3-10) 的算法 8和采用 Armijo 回溯线搜索 (3-11) 并结合 RBB2
步长的算法 8. 此外, 我们还考虑了欧氏梯度下降法 (记为 “TR-GD”) 用于对比.
TR-GD的步长基于 Armijo回溯线搜索以及标准的 BB步长 [153]. 线搜索参数的
默认设置为 𝜌 = 0.4, 𝑎 = 10−5, and 𝑠min = 10−10. 另外,我们还实现了用于张量补
全问题 (3-2)的交替最小二乘算法 [143, 146],记为 “TR-ALS”.

所有算法均由 𝒳 (0) = 𝜏(𝐖⃗)进行初始化,其中映射 𝜏 定义于公式 (3-3),而 𝐖⃗
为随机生成的变量. 我们在采样集 Ω上定义相对误差为

𝜀Ω(𝐖⃗) ∶= ‖ PΩ(𝜏(𝐖⃗)) − PΩ(𝒜)‖F
‖ PΩ(𝒜)‖F

.

我们将 𝜀Ω(𝐖⃗)称为训练误差. 此外,我们在与 Ω不同的测试集 Γ上计算测试误差
𝜀Γ(𝐖⃗),其中 |Γ|的默认取值为 100. 当满足以下任一条件时算法终止: 1)训练误
差满足 𝜀Ω(𝐖⃗(𝑡)) < 10−12; 2)相对变化量 |(𝜀Ω(𝐖⃗(𝑡)) − 𝜀Ω(𝐖⃗(𝑡−1)))/𝜀Ω(𝐖⃗(𝑡−1))| < 𝜀;
3) 梯度范数 ‖grad𝑓(𝐖⃗)‖F < 𝜀. 该准则仅对黎曼方法启用; 4) 达到最大迭代次
数; 5)超出时间预算. 其中阈值 𝜀选定为 10−8. 所有实验均在一台 MacBook Pro
2019 上完成, 配置为：MacOS Ventura 13.1, 2.4 GHz 八核 Intel Core i9 处理器,
32GB 内存, Matlab R2020b. TR-RGD 与 TR-RCG 的代码可从 https://github.com/
JimmyPeng1998/LRTCTR下载.

表 3-1不同张量分解下秩参数选取方式.
Table 3-1 Rank selections for different tensor formats in numerical experiments.

形式
电影评分数据集 高光谱图像 高维函数

秩参数 参数量 秩参数 参数量 秩参数 参数量 秩参数 参数量

CP 36 365112 49 496958 110 67430 - -
Tucker (36,36,36) 411768 (60,30,18) 516060 (65,65,7) 67506 - -
TT (1,9,9,1) 375822 (1,10,10,1) 457100 (1,15,15,1) 78495 (1,5,5,5,1) 1200
TR (6,6,6) 365112 (6,10,3) 483660 (7,16,7) 66577 (4,4,4,4) 1280

表 3-1介绍了在数值实验中秩参数的选取准则. 例如,在大小为 250 × 330 × 33
的高光谱图像上的实验中,我们根据文献 [15]选择了 Tucker秩 (65, 65, 7). 为了保
证公平比较, 我们选取秩参数使得对于不同的张量分解形式, 参数空间的参数量
相近. 为此,我们计算总参数量:

65 × 65 × 7 + 250 × 65 + 330 × 65 + 33 × 7 = 67506.

对于 TT分解,我们选择秩参数为 (1, 15, 15, 1),此时它的总参数量为

250 × 15 + 15 × 330 × 15 + 15 × 33 = 78495.

对于 TR分解,我们选择秩参数为 (7, 16, 7). 此时它的总参数量为

7 × 250 × 16 + 16 × 330 × 7 + 7 × 33 × 7 = 66577.
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对于 CP分解,我们选择秩参数为

𝑅 = 67506
250 + 330 + 33 ≈ 110.

此时,对于不同的分解而言,他们的总参数量是相当的. 对于其他的数值实验,选
取方式与上述方法相同.

3.5.1 人工合成数据集

在本小节中,我们研究 TR分解下张量补全算法在无噪声观测和含噪声观测
情形下的性能及恢复完整数据的能力.

无噪声观测 我们设问题 (3-2)中的一个人工合成低秩张量为 𝒜 ∈ ℝ𝑛1×⋯×𝑛𝑑 ,其
生成方式为

𝒜 = 𝜏(𝐖⃗),

其中映射 𝜏 定义于公式 (3-3), 𝐖⃗ ∈ ℳ的每个元素均从区间 [0, 1]上均匀采样. 在
实验中,我们取 𝑑 = 3, 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 100,真实的 TR秩为 𝐫∗ = (6, 6, 6). 给定采
样率 𝑝,我们通过从集合 [𝑛1] × [𝑛2] × ⋯ × [𝑛𝑑]中随机选取 𝑝𝑛1𝑛2 ⋯ 𝑛𝑑 个索引来构

造采样集 Ω. 为了获得无偏的恢复结果,我们取正则化参数 𝜆 = 0,采样率 𝑝 = 0.3,
以及估计秩 𝐫 = (6, 6, 6). 时间预算设为 1800秒,最大迭代次数为 10000.
图 3-1 给出了无噪声情形下的数值实验结果. 首先可以观察到, 所有算法

均在给定的时间预算内成功恢复了真实低秩张量. 在训练误差和测试误差方面,
TR-RGD(RBB) 和 TR-RCG 的表现均优于交替最小二乘算法 (TR-ALS), 且 TR-
RGD(RBB)与 TR-RCG的性能基本相当. 其次,采用 RBB步长的 TR-RGD在效率
上优于采用精确线搜索的版本,这是因为精确线搜索需要求解一个 2𝑑 − 1次多项
式的根. 然而,在实际数值实验中,计算该多项式系数的代价较高. 第三,值得注意
的是, 所提出的黎曼梯度算法的性能明显优于采用 BB 步长的欧氏梯度算法, 这
表明所引入的新黎曼度量确实具有预条件效果.
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图 3-1无噪声观测下的数值结果. 左图: 训练误差. 右图: 测试误差.
Figure 3-1 Numerical results of noiseless case. Left: training error. Right: test error.
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“恢复一个低秩数据需要多少样本” 这一问题既有趣又具有挑战性. 在矩阵
情形 (𝑑 = 2)下,大约需要𝒪(𝑛𝑟 log 𝑛)个样本才能恢复一个低秩矩阵 [102, 154]. 我
们希望通过数值实验来研究这一问题, 即探索样本量与张量大小 𝑛 之间的关系,
研究对象为 TR 秩 𝐫∗ = (3, 3, 3) 的三阶张量. 为此, 我们按照前述方式随机生成
TR 秩为 𝐫 = (3, 3, 3) 的三阶人工合成张量 𝒜, 并令张量大小 𝑛 ∶= 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3
取自集合 {60, 70, … , 180},采样点数 |Ω|取自集合 {1000, 1500, … , 20000}. 对于
每一组 (𝑛, |Ω|)的组合,我们分别运行 TR-RGD、TR-RCG和 TR-ALS算法各五次.
若某一算法在最大迭代次数 250以内,使得测试误差满足 𝜀Γ < 10−4,则认为该算
法成功恢复了对应的张量. 图 3-2给出了恢复结果的相图, 其中每个方块的灰度
表示成功恢复的次数,白色方块表示在五次实验中均成功恢复. 红色曲线表示数
值 𝒪(𝑛 log 𝑛). 这些相图表明,三阶张量补全在 TR分解下呈现出与矩阵情形相似
的行为,这一点也与其他针对 𝑑 = 3的数值实验结果一致,例如 [15].
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图 3-2五次实验的恢复结果相图. 白色方块表示在五次实验中均成功恢复,黑色方块表示在
五次实验中均未成功恢复.

Figure 3-2 Phase plots of recovery results for five runs. The white block indicates successful
recovery in all five runs, while the black block signifies failure of recovery in all five runs.

含噪声观测 此外, 我们研究了 TR分解算法在不同噪声水平下的重建能力. 我
们考虑如下形式的合成含噪声张量

𝒜∶=
̂𝒜

‖ ̂𝒜‖F
+ 𝜎 ⋅ ℰ

‖ℰ‖F
,

其中, ̂𝒜按照无噪声情形中的相同规则生成,其 TR秩为 𝐫∗ = (3, 3, 3),并且 𝑛1 =
𝑛2 = 𝑛3 = 100. ℰ 是一个张量,其元素服从正态分布𝒩 (0, 1). 参数 𝜎 用于刻画张
量中的噪声水平. 理想情况下,当算法终止时,相对误差 𝜀Ω和 𝜀Γ应当接近噪声水

平 𝜎. 我们设置 𝜎 = 10−3, 10−4, 10−5, 10−6, 10−7, 10−8,并取正则化参数 𝜆 = 10−12.
由图 3-2可观察到,至少需要 8000个采样点才能恢复无噪张量,即采样率 𝑝应满
足 8000/1003 = 0.008. 因此,我们选择采样率 𝑝 = 0.05. 时间预算设为 120秒,最
大迭代次数为 1000.
图 3-3展示了基于 TR分解的算法在不同噪声水平下的恢复性能. 除 TR-GD

外,其余算法均在给定时间预算内成功恢复了潜在的低秩张量. 由于 TR秩参数 𝐫
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取为与数据张量 𝒜的真实 TR秩 𝐫∗ 完全一致,由表 3-2可见,测试误差与训练误
差处于同一量级,并且略大于训练误差.
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图 3-3基于 TR分解的算法在不同噪声水平下的恢复能力. 左图: 训练误差. 右图: 测试误差.
Figure 3-3 Reconstruction ability of TR-based algorithms under different noise levels. Left:

training error. Right: test error.

表 3-2含噪声情形下的训练和测试误差
Table 3-2 Training and test errors of noisy case.

𝜎 误差类型 TR-RGD (RBB) TR-RGD (exact) TR-RCG TR-GD TR-ALS

1e-3
训练误差 8.9142e-04 8.9142e-04 8.9142e-04 1.1003e-03 8.9142e-04
测试误差 1.1471e-03 1.1471e-03 1.1472e-03 1.4066e-03 1.1470e-03

1e-4
训练误差 8.9154e-05 8.9154e-05 8.9154e-05 1.1129e-03 8.9154e-05
测试误差 1.1458e-04 1.1459e-04 1.1461e-04 1.6735e-03 1.1458e-04

1e-5
训练误差 8.9155e-06 8.9155e-06 8.9155e-06 5.7432e-04 8.9155e-06
测试误差 1.1457e-05 1.1457e-05 1.1461e-05 9.1646e-04 1.1457e-05

1e-6
训练误差 8.9155e-07 8.9155e-07 8.9155e-07 2.7753e-03 8.9155e-07
测试误差 1.1457e-06 1.1457e-06 1.1458e-06 4.0237e-03 1.1458e-06

1e-7
训练误差 8.9155e-08 8.9155e-08 8.9155e-08 3.8170e-03 8.9156e-08
测试误差 1.1456e-07 1.1456e-07 1.1457e-07 5.4727e-03 1.1462e-07

1e-8
训练误差 8.9156e-09 8.9156e-09 8.9156e-09 9.5924e-04 8.9289e-09
测试误差 1.1450e-08 1.1455e-08 1.1451e-08 1.4597e-03 1.1512e-08

3.5.2 电影评分数据集MovieLens 1M

我们在电影评分数据集MovieLens 1M数据集上考虑了一个真实世界的张量
补全问题6. 该数据集包含从 1997 年 9 月 19 日到 1998 年 4 月 22 日期间, 6040
名用户对 3952部电影给出的约一百万条评分记录. 我们以一周作为一个时间周
期,将电影评分数据构造成一个大小为 6040 × 3952 × 150的三阶张量 𝒜. 我们随
机选取已知评分记录中的 80% 作为训练集 Ω, 其余 20% 作为测试集 Γ. 我们将
所提出的 TR-RGD和 TR-RCG算法与其他张量补全算法进行比较,包括 TR-GD、
TR-ALS、TT-RCG、CP-WOPT 以及 geomCG. 实验中采用的参数设置如下：TR
秩取 𝐫 = (6, 10, 3)和 𝐫 = (6, 6, 6), 正则化参数设为 𝜆 = 1, 时间预算设为 500秒.

6可从 https://grouplens.org/datasets/movielens/1m/中获取.
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为了保证不同搜索空间中参数数量具有可比性,我们选择 TT秩为 (1, 10, 10, 1)和
(1, 9, 9, 1), Tucker秩为 (60, 30, 18)和 (36, 36, 36),以及 CP秩为 49和 36.
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图 3-4在MovieLens 1M上的测试误差. 左图: 𝐫 = (6, 6, 6). 右图: 𝐫 = (6, 10, 3).
Figure 3-4 Test error on MovieLens 1M dataset. Left: 𝐫 = (6, 6, 6). Right: 𝐫 = (6, 10, 3).

两种不同秩选择下的测试误差如图 3-4 所示. 可以观察到, 所提出的 TR-
RGD(RBB)和 TR-RCG方法与 CP-WOPT的性能相当,这是因为 CP-WOPT同样
利用了二阶信息. 相比其他算法,它们表现出更快的收敛速度以及更低的测试误
差. 此外, TR-RGD(exact)相较于 TR-RGD(RBB)需要消耗更多的计算时间. 为简
洁起见,在后续实验中我们仅考虑 TR-RGD(RBB),并将 “TR-RGD(RBB)”简记为
“TR-RGD”.
相比于直接的计算, 算法 10提供了一种高效的计算梯度的方式. 表 3-3展示

了在电影评分数据集 MovieLens 1M上不同梯度计算方法的加速结果. 其中 “直
接方法”为精确计算𝐖≠𝑘并执行大规模矩阵乘法. 表中的结果表明所提出的高效
梯度计算方法确实有助于所提出的黎曼预条件方法在大规模问题中的应用.

表 3-3在电影评分数据集MovieLens 1M上不同梯度计算方法的加速结果.
Table 3-3 Speedup of efficient gradient computation on MovieLens 1M dataset.

迭代步数
时间 (秒)

加速比
在 Ω上的相对误差 (𝜀Ω) 在 Γ上的相对误差 (𝜀Γ)

直接方法 加速方法 直接方法 加速方法 直接方法 加速方法

1 266.6065 5.9717 - 4.0151 4.0151 4.0233 4.0233
21 4880.3810 37.7889 145.5539× 0.7636 0.7636 0.8674 0.8674
41 9400.1950 69.2155 144.6929× 0.3979 0.3979 0.5268 0.5268
61 13957.4616 100.5884 144.8814× 0.2796 0.2796 0.4084 0.4084
81 18518.4900 132.6191 144.2527× 0.2612 0.2612 0.3880 0.3880

3.5.3 高光谱图像

在本实验中, 我们考虑高光谱图像的张量补全问题. 高光谱图像可以表示
为一个三阶张量 𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×𝑛3 . 其中, 第三个模态对应于光的 𝑛3 个不同波长,
而第一个模态和第二个模态分别表示在不同波长下的空间反射率分布. 我们从
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Foster 提供的 “50 reduced hyperspectral reflectance images” 数据集中选取了两幅
图像7 [155]: “Ribeira Houses Shrubs”,简称为 “Ribeira”,其大小为 249 × 330 × 33;
“Bom Jesus Bush”, 简称为 “Bush”, 其大小为 250 × 330 × 33. 我们按照给定的教
程8将高光谱图像转换为 RGB图像表示. 图 3-5展示了这两幅高光谱图像对应的
RGB可视化结果.

图 3-5高光谱图像. 左图: “Ribeira House Shrubs”. 右图: “Bom Jesus Bush”.
Figure 3-5 Hyperspectral images. Left: “Ribeira House Shrubs”. Right: “Bom Jesus Bush”.

为了评估图像补全的恢复性能,我们采用峰值信噪比 (peak signal-to-noise ra-
tio, PSNR)来衡量两幅图像之间的相似性,其定义为

PSNR ∶= 10 log10 (
max(𝒜)2

MSE ) = 10 log10 (
𝑛1𝑛2𝑛3

max(𝒜)2

‖𝒳 − 𝒜‖2
F )

,

其中, max(𝒜)表示张量 𝒜中的最大像素值, MSE为均方误差,其定义为MSE ∶=
‖𝒳 − 𝒜‖2

F/(𝑛1𝑛2𝑛3). 此外,我们还展示相对误差

relerr(𝒳) ∶= ‖𝒳 − 𝒜‖F
‖𝒜‖F

.

在数值实验中,我们在将恢复后的高光谱图像转换为 RGB图像后,计算其与原始
图像之间的 PSNR.给定采样率 𝑝,采样集合 Ω的构造方式与小节 3.3.3相同. 初始
值 𝒳 (0) 的各个元素均服从正态分布𝒩 (0, 1). 我们设置 TR秩为 𝐫 = (7, 16, 7),遵
循 [15]设置 Tucker秩为 (65, 65, 7), TT秩为 (1, 15, 15, 1),以及 CP秩为 110. 不同
张量格式对应的搜索空间规模大致相当. 此外,我们还比较了基于核范数的算法
HaLRTC [135]. 最大迭代次数设置为 200.

两幅高光谱图像的补全数值结果如图 3-6 和表 3-4 所示. 对于 “Ribeira” 图
像, 其恢复的主要难点在于建筑物周围的灌木区域, 这会导致不同算法在恢复质
量上有较大的差异; 而 “Bush”图像的恢复效果则主要取决于叶片细节的恢复情
况. 图 3-6展示了在不同采样率 𝑝 = 0.1, 0.3, 0.5下的恢复结果. 可以观察到,基于
TR的算法 (TR-RGD、TR-RCG以及 TR-ALS)相比其他方法能够恢复出更多细节

7图片来源: 链接 https://figshare.manchester.ac.uk/articles/dataset/Fifty_hyperspectral_reflectance_images_of_
outdoor_scenes/14877285中的文件 hsi_34.mat和 hsi_46.mat.

8https://personalpages.manchester.ac.uk/staff/david.foster/Tutorial_HSI2RGB/Tutorial_HSI2RGB.html.
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信息,例如灌木和枝叶结构. 事实上,这一现象可以通过 PSNR和相对误差进行定
量刻画,详见表 3-4. 总体而言,所提出的方法在性能上略强于 TR-ALS算法. 在大
多数情况下,所提出的 TR-RCG算法在所有比较方法中取得了最高的 PSNR和最
低的相对误差.

TR-RCG

38.4310dB

TR-RGD

37.5599dB

TR-ALS

38.3964dB

HaLRTC

21.3404dB

TT-RCG

19.3895dB

CP-WOPT

22.6050dB

geomCG

19.9492dB

39.9493dB 40.0437dB 38.8803dB 23.4366dB 29.6771dB 24.3917dB 35.3738dB

40.4171dB 40.4871dB 38.3704dB 26.1920dB 29.8119dB 25.7736dB 36.2973dB

40.5529dB 40.0065dB 40.1682dB 24.7499dB 21.4320dB 23.5259dB 21.9541dB

40.4514dB 40.3119dB 39.9008dB 27.6014dB 25.3039dB 23.1848dB 35.0618dB

40.4516dB 39.9737dB 39.4380dB 30.1986dB 24.9847dB 23.2231dB 34.9976dB

图 3-6 不同补全算法恢复结果的 RGB 表示. 前三行对应 “Ribeira” 图像在采样率 𝑝 =
0.1, 0.3, 0.5 下的恢复结果 (每一行对应一个采样率); 后三行对应 “Bush” 图像在采样
率 𝑝 = 0.1, 0.3, 0.5下的恢复结果 (每一行对应一个采样率). 每幅图像下方给出了对应的
PSNR值.

Figure 3-6 RGB representations of recovered images by different completion algorithms. The
first three rows represent recovery results of the “Ribeira” image, under sampling rates
𝑝 = 0.1, 0.3, 0.5 in each row. The last three rows represent recovery results of the “Bush”
image, under sampling rates 𝑝 = 0.1, 0.3, 0.5 in each row. The PSNR is displayed under
each image.

3.5.4 高维函数

存储高维函数离散后的全部函数值 {ℎ ∶ [0, 1]𝑑 → ℝ}相当于存储一个规模
巨大的张量 𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ,这在实际中是不可接受的. 为此,可以利用张量分
解与张量补全方法,仅通过张量部分观测的元素来恢复完整张量 𝒜;相关应用可
参见 [19]. 在本小节中,我们比较基于 TR的算法 (TR-RGD、TR-RCG、TR-ALS)
与 TT-RCG,在由函数 ℎ生成的数据张量𝒜上的补全性能. 张量𝒜通过如下方式
由 ℎ生成：在 [0, 1]𝑑 的第 𝑘个维度上,将区间 [0, 1]均匀划分为 (𝑛𝑘 − 1)个子区间
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表 3-4高光谱图像补全任务下的峰值信噪比与相对误差.
Table 3-4 PSNR and relative errors for completion of two hyperspectral images.

𝑝 结果
TR-RCG TR-RGD TR-ALS HaLRTC TT-RCG CP-WOPT geomCG

Ribeira House Shrubs

0.1 PSNR 38.4310 37.5599 38.3964 21.3404 19.3895 22.6050 19.9492
relerr 0.1058 0.1170 0.1062 0.7569 0.9476 0.6544 0.8884

0.3 PSNR 39.9493 40.0437 38.8803 23.4366 29.6771 24.3917 35.3738
relerr 0.0888 0.0879 0.1005 0.5946 0.2899 0.5327 0.1505

0.5 PSNR 40.4171 40.4871 38.3704 26.1920 29.8119 25.7736 36.2973
relerr 0.0842 0.0835 0.1066 0.4330 0.2854 0.4544 0.1353

Bom Jesus Bush

0.1 PSNR 40.5529 40.0065 40.1682 24.7499 21.4320 23.5259 21.9541
relerr 0.1185 0.1262 0.1239 0.7310 1.0711 0.8417 1.0086

0.3 PSNR 40.4514 40.3119 39.9008 27.6014 25.3039 23.1848 35.0618
relerr 0.1199 0.1219 0.1278 0.5265 0.6859 0.8754 0.2230

0.5 PSNR 40.4516 39.9737 39.4380 30.1986 24.9847 23.2231 34.9976
relerr 0.1199 0.1267 0.1348 0.3904 0.7115 0.8715 0.2247

(𝑘 ∈ [𝑑]),并定义

𝒜(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) = ℎ (
𝑖1 − 1
𝑛1 − 1, 𝑖2 − 1

𝑛2 − 1, … , 𝑖𝑑 − 1
𝑛𝑑 − 1) , 𝑖𝑘 ∈ [𝑛𝑘], 𝑘 ∈ [𝑑].

我们考虑如下两个函数 [60, §5.4],

ℎ1 ∶ [0, 1]𝑑 → ℝ, ℎ1(𝐱)∶= exp(−‖𝐱‖), 和

ℎ2 ∶ [0, 1]𝑑 → ℝ, ℎ2(𝐱)∶= 1
‖𝐱‖,

实验中取 𝑑 = 4, 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 𝑛4 = 20,采样率设为 𝑝 = 0.001, 0.005, 0.01, 0.05, 0.1.
样本 Ω的构造方式与小节 3.5.1中相同. 我们按照 [60]中的方法,对 TT和 TR算
法均采用秩增策略. 为保证不同张量形式下公平比较, TT-RCG 的最大秩设为
(1, 5, 5, 5, 1),而 TR类算法的最大秩设为 (4, 4, 4, 4);详见表3-1. 停止准则采用 3.5
节中的设置. 此外, 由于使用了秩增策略, 当满足以下任一条件时算法也会终止：
1)在固定秩下的搜索达到最大迭代步数 50; 2)秩增到了最大允许的秩; 3)在当前
点处,沿任一模态均无法接受进一步的秩提升.
恢复高维函数 ℎ1和 ℎ2的数值结果汇总于表 3-5中. 结果表明,所有算法的性

能总体上是相当的,基于 TR的算法在性能上与 TT-RCG相当. 在所有 TR类算法
中, TR-RCG在大多数实验中表现最优.
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表 3-5在高维函数补全上的测试误差.
Table 3-5 Test errors for high-dimensional functions.

𝑝 exp(−‖𝐱‖) 1/‖𝐱‖

TR-RGD TR-RCG TR-ALS TT-RCG TR-RGD TR-RCG TR-ALS TT-RCG

0.001 8.0884e-2 7.4157e-2 7.4161e-2 1.3445e-1 1.7531e-1 1.8106e-1 1.8081e-1 2.6876e-1
0.005 7.3505e-3 8.7366e-3 9.2121e-3 1.5904e-2 3.4428e-2 2.9218e-2 3.2090e-2 1.2899e-1
0.01 6.2650e-3 9.7247e-4 1.8737e-3 4.1233e-3 2.5230e-2 1.7676e-2 1.8697e-2 3.4675e-2
0.05 3.8862e-4 1.5019e-4 1.8218e-4 2.2991e-4 3.8510e-3 3.6002e-3 5.2173e-3 3.5697e-3
0.1 1.2251e-4 5.9871e-5 6.8898e-5 8.2512e-5 7.7886e-4 2.9423e-4 6.0423e-4 7.4727e-4

3.6 本章小结

我们基于张量环分解,提出了用于张量补全问题的黎曼预条件算法. 预条件
效应来源于定义在由核张量的模态 2展平矩阵所构成的矩阵乘积空间上的一种
度量. 我们发现, 直接计算黎曼梯度需要进行大规模矩阵乘法, 在实际中代价过
高. 为此,我们采用了一种高效的计算策略,在不显式构造大矩阵的情况下计算黎
曼梯度. 所提出的算法具有全局收敛性保证,并且在人工合成数据和真实数据集
上的数值实验均展示出了良好的性能.
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第 4章 Tucker张量代数簇上的低秩优化方法

4.1 引言

Tucker分解,也被称为高阶主成分分析 [55]或者是高阶奇异值分解 [58],提
供了一种通过张量的展平矩阵研究张量低秩性的工具. 此外, Tucker分解在矩阵
情形下即为数值线性代数中非常重要的奇异值分解. 在本章中,我们考虑如下的
在有界 Tucker秩约束下的低秩张量优化问题

min
𝒳

𝑓(𝒳)

s. t. 𝒳 ∈ ℳ≤𝐫 ∶= {𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ ranktc(𝒳) ≤ 𝐫},
(4-1)

这里 𝑓 ∶ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 → ℝ是一个光滑函数, 𝐫 = (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑑)是 𝑑 维整数数组,
以及张量 𝒳 的 Tucker秩被记为 ranktc(𝒳). 由于可行集ℳ≤𝐫 可以通过模态 𝑘展平
矩阵的所有 (𝑟𝑘 + 1)阶余子式等于 0构造 (𝑘 ∈ [𝑑]),故ℳ≤𝐫 是一个代数簇. 因此
我们称集合ℳ≤𝐫 为 Tucker张量代数簇. 对于张量链分解,同样可以构造一个不
同的张量代数簇. Kutschan [83] 针对张量链分解代数簇提供了一种显式参数化.
在近期 Vermeylen等人 [85]针对张量补全问题,利用张量链分解代数簇的几何结
构设计出一种秩自适应方法.
低秩 Tucker 张量优化问题相比矩阵优化问题要困难得多, 其根本原因在于

Tucker张量所具有的复杂几何结构. 一方面,与矩阵代数簇 [63]或固定秩 Tucker
张量流形 [57]已被充分研究的几何性质不同, 研究者对 Tucker张量代数簇的几
何结构知之甚少,例如ℳ≤𝐫 \ℳ𝐫 中秩亏点处的切锥尚不清楚. 另一方面, ℳ≤𝐫 可

以看作沿不同模态展平得到的 𝑑 个张量化矩阵代数簇的交集,但ℳ≤𝐫 的切锥与

各个模态展平矩阵代数簇切锥之间的关系并不明确. 因此, Tucker张量代数簇的
几何结构难以直接由矩阵代数簇的情形加以推广. 目前,关于 Tucker张量代数簇
的几何与优化研究仍然十分有限. Luo和 Qi [86]通过利用法锥的一个子集研究
了问题 (4-1)的最优性条件,但切锥的具体刻画仍然未知. Tucker张量代数簇几何
结构的不明确,严重制约了在其上设计有效优化算法. 综上所述,我们的研究动机
在于寻求切锥的显式参数化,并基于已有理论结果,设计针对问题 (4-1)的几何优
化方法.
此外, 在低秩优化中, “如何选择合适的秩参数 𝐫” 这一问题在实际应用中同

样具有重要意义. 已有研究 [78, 79, 117]表明,低秩优化算法的数值表现对秩参数
𝐫 的选择往往十分敏感. 选择较大的秩参数 𝐫 可以扩大搜索空间, 从而有可能获
得更优的解;然而,当 𝐫 过大时,会显著增加存储和计算开销,并且由于ℳ𝐫 本身

并非闭集,优化算法还可能收敛到秩亏点. 基于上述困难,我们进一步希望设计适
用于 Tucker 张量代数簇优化的秩自适应方法, 使算法能够在迭代过程中自动选
择合适的秩参数.

71



低秩张量优化问题的几何方法

本章主要内容 本章围绕 Tucker 张量代数簇ℳ≤𝐫 的几何结构与优化方法展开

研究. 首先, 我们给出了矩阵代数簇切锥与 Tucker 张量流形切空间的等价表述,
并在此基础上构造了ℳ≤𝐫 的切锥的显式刻画,为在 Tucker张量代数簇上设计算
法提供了几何基础.
由于切锥上的度量投影不具有显式表达, 本章提出了一类近似投影算子 P̃,

并据此提出了梯度相关的近似投影方法 (GRAP)

𝒳 (𝑡+1) = PHO
≤𝐫 (𝒳 (𝑡) + 𝑠(𝑡) P̃T𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))) ,

该方法可视为固定秩 Tucker张量流形上黎曼梯度方法的推广, 具有全局收敛性,
并可利用 Łojasiewicz不等式证明局部收敛性. 进一步地,通过利用切锥的部分结
构信息, 本章提出了一种新的近似投影算子 P̂, 从而构造了无需回缩的梯度相关
近似投影方法 (rfGRAP)

𝒳 (𝑡+1) = 𝒳 (𝑡) + 𝑠(𝑡)P̂T𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡))),

在保持可行性的同时显著降低了计算成本. 此外,基于切锥的几何刻画,本章提出
了一种 Tucker秩自适应方法 (TRAM),通过在固定秩流形上的线搜索以及秩降低
与秩提升策略的结合,在迭代过程中自动识别合适的秩参数.
在人工合成数据、高光谱图像和电影评分数据上的数值实验表明,所提出的

GRAP、rfGRAP以及 TRAM方法在不同秩参数选择下均优于或不逊于现有方法,
其中 TRAM方法在实际问题中展现了良好的秩选择能力和稳定的数值性能.

4.2 张量代数簇的几何

首先, 我们回顾固定 Tucker秩张量所构成流形的几何, 并给出新的视角. 接
下来, 我们给出 Tucker张量代数簇在任一点处切锥的显式表达式. 最后, 我们提
出一种往切锥上的近似投影.

4.2.1 矩阵代数簇切锥的新参数化表示

我们提出了一种矩阵代数簇切锥的新的降维参数化表示. 具体而言,对于任
意切锥 T𝐗ℝ𝑚×𝑛

≤𝑟 中的元素 Ξ,存在矩阵 𝐂 ∈ ℝ𝑟×𝑟, 𝐃 ∈ ℝ(𝑚−𝑟)×𝑟, 𝐄 ∈ ℝ𝑟×(𝑛−𝑟),以及
𝐅 ∈ ℝ(𝑚−𝑟)×(𝑛−𝑟)

≤(𝑟−𝑟) ,使得

Ξ = 𝐔𝐂𝐕⊤ + 𝐔⟂𝐃𝐕⊤ + 𝐔𝐄(𝐕⟂)⊤ + 𝐔⟂𝐅(𝐕⟂)⊤. (4-2)

接下来, 我们对 Ξ 进行进一步分解. 具体地, 对 𝐅 作分解 𝐅 = 𝐔̃𝐒𝐕̃⊤, 其中 𝐔̃ ∈
St(𝑟 − 𝑟, 𝑚 − 𝑟), 𝐕̃ ∈ St(𝑟 − 𝑟, 𝑛 − 𝑟), 𝐒 ∈ ℝ(𝑟−𝑟)×(𝑟−𝑟),这里 𝐒不一定是满秩的. 由于
𝑟 − 𝑟 ≤ min{𝑚 − 𝑟, 𝑛 − 𝑟},存在矩阵 𝐔̃2 ∈ St(𝑚 − 𝑟, 𝑚 − 𝑟)和 𝐕̃2 ∈ St(𝑛 − 𝑟, 𝑛 − 𝑟),
使得 [𝐔̃ 𝐔̃2] ∈ 𝒪(𝑚 − 𝑟)且 [𝐕̃ 𝐕̃2] ∈ 𝒪(𝑛 − 𝑟). 事实上,我们有 span(𝐔̃2) = span(𝐔̃)⟂
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以及 span(𝐕̃2) = span(𝐕̃)⟂. 由此,我们可以得到 Ξ的一个新的等价 (降维)参数化
表示:

Ξ = 𝐔𝐂𝐕⊤ + 𝐔⟂𝐃𝐕⊤ + 𝐔𝐄(𝐕⟂)⊤ + 𝐔⟂𝐔̃𝐒𝐕̃⊤(𝐕⟂)⊤

= 𝐔𝐂𝐕⊤ + 𝐔⟂𝐃𝐕⊤ + 𝐔𝐄(𝐕⟂)⊤ + 𝐔1𝐒𝐕⊤
1

= 𝐔𝐂𝐕⊤ + 𝐔⟂[𝐔̃ 𝐔̃2][𝐔̃ 𝐔̃2]⊤𝐃𝐕⊤ + 𝐔𝐄[𝐕̃ 𝐕̃2][𝐕̃ 𝐕̃2]⊤(𝐕⟂)⊤ + 𝐔1𝐒𝐕⊤
1

= [𝐔 𝐔1 𝐔2]
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐂 𝐄𝐕̃ 𝐄𝐕̃2
𝐔̃⊤𝐃 𝐒 0
𝐔̃⊤

2 𝐃 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

[𝐕 𝐕1 𝐕2]
⊤

,

其中 𝐔1 ∶= 𝐔⟂𝐔̃, 𝐔2 ∶= 𝐔⟂𝐔̃2, 𝐕1 ∶= 𝐕⟂𝐕̃, 和 𝐕2 ∶= 𝐕⟂𝐕̃2. 图 4-1 给出了
T𝐗ℝ𝑚×𝑛

≤𝑟 中元素的一个等价示意图,其中虚线方块表示 ℝ𝑟×𝑟 中的任意矩阵. 该示
意对于后续构造 Tucker张量代数簇的切锥显式表达至关重要;参见定理 4.2.

r

r

[𝐔 𝐔1 𝐔2] [𝐕 𝐕1 𝐕2]
⊤

图 4-1 T𝐗ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟 中元素的示意图,其中参数𝐔1 ∈ St(𝑟−𝑟, 𝑚)、𝐕1 ∈ St(𝑟−𝑟, 𝑛)、𝐔2 ∈ St(𝑚−𝑟, 𝑚)、

𝐕2 ∈ St(𝑛 − 𝑟, 𝑛),并且满足 [𝐔 𝐔1 𝐔2] ∈ 𝒪(𝑚)以及 [𝐕 𝐕1 𝐕2] ∈ 𝒪(𝑛).
Figure 4-1 Illustration of an element in T𝐗ℝ𝑚×𝑛

≤𝑟 with parameters 𝐔1 ∈ St(𝑟 − 𝑟, 𝑚),𝐕1 ∈ St(𝑟 −
𝑟, 𝑛),𝐔2 ∈ St(𝑚−𝑟, 𝑚),𝐕2 ∈ St(𝑛−𝑟, 𝑛) satisfying [𝐔𝐔1 𝐔2] ∈ 𝒪(𝑚) and [𝐕𝐕1 𝐕2] ∈ 𝒪(𝑛).

值得注意的是, 我们还可以通过对式 (4-2) 中的 𝐅 采用满秩分解的方式, 进
一步构造一种紧凑的参数化. 具体而言, 我们考虑分解 𝐅 = 𝐔̂𝐒̂𝐕̂⊤, 其中 𝐔̂ ∈
St(ℓ, 𝑚 − 𝑟)、𝐕̂ ∈ St(ℓ, 𝑛 − 𝑟), 𝐒̂ ∈ ℝℓ×ℓ

ℓ 为一个满秩矩阵,且 ℓ = rank(𝐅). 由此,我
们得到如下紧凑参数化形式

Ξ = 𝐔𝐂𝐕⊤ + 𝐔⟂𝐃𝐕⊤ + 𝐔𝐄(𝐕⟂)⊤ + 𝐔̂1𝐒̂𝐕̂⊤
1 , (4-3)

其中 𝐔̂1 ∶= 𝐔⟂𝐔̂和 𝐕̂1 ∶= 𝐕⟂𝐕̂. 由于 𝐒̂是满秩的, 式 (4-3)在对 𝐔̂1 和 𝐕̂1 施加

右正交群作用的意义下是唯一的. 事实上, 我们注意到 P⟂
𝐔 Ξ P⟂

𝐕 = 𝐔̂1𝐒̂𝐕̂⊤
1 , 这里

P𝐔 ∶= 𝐔𝐔⊤, P⟂
𝐔 ∶= 𝐈𝑚 − P𝐔, P𝐕 ∶= 𝐕𝐕⊤,以及 P⟂

𝐕 ∶= 𝐈𝑛 − P𝐕. 因此我们有

span(𝐔̂1) = span(P⟂
𝐔 Ξ P⟂

𝐕) 和 span(𝐕̂1) = span((P⟂
𝐔 Ξ P⟂

𝐕)⊤),

这表明上述子空间是唯一确定的.

注. 我们注意到,切锥还可以被分解为

T𝐗ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟 = T𝐗ℝ𝑚×𝑛

𝑟 + N≤(𝑟−𝑟)(𝐗),
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其中

N≤(𝑟−𝑟)(𝐗) ∶= {𝐍 ∈ N𝐗ℝ𝑚×𝑛
𝑟 ∶ rank(𝐍) ≤ (𝑟 − 𝑟)} .

正如 [79]所指出的,对于𝐗 ∈ ℝ𝑚×𝑛
𝑟 且 𝑟 < 𝑟,以及任意非零向量𝐕 ∈ N≤(𝑟−𝑟)(𝐗)\{0},

当 𝑠 > 0时,有
rank(𝐗 + 𝑠𝐕) ∈ (𝑟, 𝑟].

该性质可用于提升𝐗的秩. 在张量情形下也可以得到类似的结论;详见第 4.5.3节.

4.2.2 Tucker张量流形的切空间的等价刻画

在本节中,我们给出 Tucker张量流形ℳ𝐫 的切空间的等价刻画. 给定一个张
量 𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 以及 Tucker秩 ranktc(𝒳) = 𝐫 和 Tucker分解 𝒳 = 𝒢 ×𝑑

𝑘=1 𝐔𝑘,
根据式 (1-10)我们可以得到 span(𝐔̇𝑘) ⊆ span(𝐔𝑘)⟂,也就是说集合 {𝐔̇𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑟𝑘 ∶
𝐔̇⊤

𝑘𝐔𝑘 = 0}可以被表达为 {𝐔̇𝑘 = 𝐔⟂
𝑘 𝐑̇𝑘 ∶ 𝐑̇𝑘 ∈ ℝ(𝑛𝑘−𝑟𝑘)×𝑟𝑘},这里 𝐔⟂

𝑘 的定义参见

命题 1.1以及 𝑘 ∈ [𝑑]. 接下来,对于任意的切向量 𝒱 ∈ T𝒳 ℳ𝐫 ,我们有

𝒱 = ̇𝒢 ×1 𝐔1 ⋯ ×𝑑 𝐔𝑑 +
𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 𝐔̇𝑘 ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗

= ̇𝒢 ×1 𝐔1 ⋯ ×𝑑 𝐔𝑑 +
𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 (𝐔⟂
𝑘 𝐑̇𝑘) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗

= ̇𝒢 ×1 𝐔1 ⋯ ×𝑑 𝐔𝑑 +
𝑑

∑
𝑘=1

(𝒢 ×𝑘 𝐑̇𝑘) ×𝑘 𝐔⟂
𝑘 ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 .

因此,切空间 T𝒳 ℳ𝐫 可以等价地被参数化为

T𝒳 ℳ𝐫 =
{

̇𝒢 ×1 𝐔1 ⋯ ×𝑑 𝐔𝑑 + ∑𝑑
𝑘=1(𝒢 ×𝑘 𝐑̇𝑘) ×𝑘 𝐔⟂

𝑘 ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 ∶
̇𝒢 ∈ ℝ𝑟1×𝑟2×⋯×𝑟𝑑 , 𝐑̇𝑘 ∈ ℝ(𝑛𝑘−𝑟𝑘)×𝑟𝑘 }

. (4-4)

特别地, 图 4-2展示了当 𝑑 = 3 时, 在 T𝒳 ℳ𝐫 中的一个切向量, 这里阴影方块
̇𝒢 ∈ ℝ𝑟1×𝑟2×⋯×𝑟𝑑 可以表示任意的张量以及白色部分表示零张量. 为简洁起见,我
们将用这些符号及颜色表达一个张量.

4.2.3 Tucker张量代数簇的切锥

在本节中,我们将研究 Tucker张量代数簇ℳ≤𝐫 的切锥. 事实上, ℳ≤𝐫 可以通

过 𝑑 个矩阵代数簇 ℝ𝑛𝑘×𝑛−𝑘
≤𝑟𝑘

的展平矩阵构造,也就是说

ℳ≤𝐫 =
𝑑

⋂
𝑘=1

ten(𝑘)(ℝ𝑛𝑘×𝑛−𝑘
≤𝑟𝑘 ) ,

于是我们有下面的引理.
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𝐺1

𝐺2

𝐺3

𝑟 1

𝑟2
𝑟 3

×3
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔⟂

𝑘 ]

图 4-2当 𝑑 = 3时,在点𝒳 = 𝒢×𝑑
𝑘=1𝐔𝑘处切空间 T𝒳 ℳ𝐫中的切向量的图示. 这里𝐺𝑘 ∶= 𝒢×𝑘𝐑̇𝑘

以及 𝐑̇𝑘 ∈ ℝ(𝑛𝑘−𝑟𝑘)×𝑟𝑘 为自由变量.
Figure 4-2 Illustration of a tangent vector in T𝒳 ℳ𝐫 at 𝒳 = 𝒢 ×𝑑

𝑘=1 𝐔𝑘 for 𝑑 = 3. 𝐺𝑘 ∶= 𝒢 ×𝑘 𝐑̇𝑘

with arbitrary 𝐑̇𝑘 ∈ ℝ(𝑛𝑘−𝑟𝑘)×𝑟𝑘 .

引理 4.1. 给定一个张量 𝒳 ∈ ℳ≤𝐫 ,张量代数簇ℳ≤𝐫 的切锥是沿着不同模态张量

化的矩阵代数簇的切锥交集的一个子集,也就是说,

T𝒳 ℳ≤𝐫 ⊆
𝑑

⋂
𝑘=1

ten(𝑘)(T𝐗(𝑘)ℝ
𝑛𝑘×𝑛−𝑘
≤𝑟𝑘 ) .

接下来,我们给出 Tucker张量代数簇切锥的显式参数化.

定理 4.2. 给定具有如下 Tucker分解的张量 𝒳 = 𝒢 ×1 𝐔1 ⋯ ×𝑑 𝐔𝑑 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑

以及 Tucker秩 ranktc(𝒳) = 𝐫 ≤ 𝐫,在 𝒳 处代数簇ℳ≤𝐫 的切锥中的任意元素可以

被显式参数化为

𝒱 = 𝒞 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1] +

𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 (𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 , (4-5)

这里 𝒞 ∈ ℝ𝑟1×𝑟2×⋯×𝑟𝑑 , 𝐑𝑘,2 ∈ ℝ(𝑛𝑘−𝑟𝑘)×𝑟𝑘 , 𝐔𝑘,1 ∈ St(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘)和 𝐔𝑘,2 ∈ St(𝑛𝑘 −
𝑟𝑘, 𝑛𝑘)是对 𝑘 ∈ [𝑑]满足 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1 𝐔𝑘,2] ∈ 𝒪(𝑛𝑘)的自由变量.

证明. 对于所有的 𝒱 = 𝒞 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1] + ∑𝑑

𝑘=1 𝒢 ×𝑘 (𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 , 𝑡(𝑖) = 1/𝑖
和 𝑖 ∈ ℕ,我们考虑如下的序列

𝒳 (𝑖) = 𝑡𝑖𝒞 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 + 𝑡𝑖𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2 𝐔𝑘,1] + 𝒢 ×𝑑

𝑘=1 (𝐔𝑘 + 𝑡𝑖𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2)

∈
𝑑

⨂
𝑘=1

span ([𝐔𝑘 + 𝑡𝑖𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2 𝐔𝑘,1]) ⊆ ℳ≤𝐫 ,

这里我们用到了式 (1-5)以及 rank([𝐔𝑘 + 𝑡𝑖𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2 𝐔𝑘,1]) ≤ 𝑟𝑘. 通过直接计算,我
们可以得到 lim𝑖→∞(𝒳 (𝑖) − 𝒳)/𝑡(𝑖) = 𝒱 这也就意味着 𝒱 ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫 .
接下来我们证明任意的 𝒱 ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫 可以通过式 (4-5)来表示. 我们记张量 𝒱

的模态 𝑘展平矩阵为 Ξ𝑘 ∶= 𝐕(𝑘),这里 𝑛−𝑘 = 𝑛1𝑛2 ⋯ 𝑛𝑑 /𝑛𝑘. 通过引理 4.1我们对
所有的 𝑘 ∈ [𝑑]可以得到 Ξ𝑘 ∈ T𝐗(𝑘)ℝ

𝑛𝑘×𝑛−𝑘
≤𝑟𝑘

. 由于 𝒳 所有的 𝑘模态展平矩阵 𝐗(𝑘)
具有如下的分解

𝐗(𝑘) = 𝐔𝑘𝐆(𝑘)𝐕⊤
𝑘 = 𝐔𝑘𝐔̃𝑘Σ̃𝑘𝐕̃

⊤
𝑘𝐕

⊤
𝑘 ,
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这里 𝐆(𝑘) = 𝐔̃𝑘Σ̃𝑘𝐕̃
⊤
𝑘 是矩阵 𝐆(𝑘) 的 SVD分解, 𝐔̃𝑘 ∈ 𝒪(𝑟𝑘),以及 𝐕𝑘 ∶= (𝐔𝑗)⊗𝑗≠𝑘,

我们根据 Ξ𝑘 ∈ T𝐗(𝑘)ℝ
𝑛𝑘×𝑛−𝑘
≤𝑟𝑘

以及图 4-1 的切锥元素表达可以得到, 存在变量
𝐂𝑘 ∈ ℝ𝑟𝑘×𝑟𝑘 , 𝐃𝑘,1 ∈ ℝ(𝑟𝑘−𝑟𝑘)×𝑟𝑘 , 𝐃𝑘,2 ∈ ℝ(𝑛𝑘−𝑟𝑘)×𝑟𝑘 , 𝐄𝑘,1 ∈ ℝ𝑟𝑘×(𝑟𝑘−𝑟𝑘), 𝐄𝑘,2 ∈
ℝ𝑟𝑘×(𝑛−𝑘−𝑟𝑘), 𝐒𝑘 ∈ ℝ(𝑟𝑘−𝑟𝑘)×(𝑟𝑘−𝑟𝑘), 𝐔𝑘,1 ∈ St(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘), 𝐔𝑘,2 ∈ St(𝑛𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘),
𝐕𝑘,1 ∈ St(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛−𝑘), 𝐕𝑘,2 ∈ St(𝑛−𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛−𝑘)满足 [𝐔𝑘𝐔̃𝑘 𝐔𝑘,1 𝐔𝑘,2] ∈ 𝒪(𝑛𝑘)和
[𝐕𝑘𝐕̃𝑘 𝐕𝑘,1 𝐕𝑘,2] ∈ 𝒪(𝑛−𝑘),使得

Ξ𝑘 = [𝐔𝑘𝐔̃𝑘 𝐔𝑘,1 𝐔𝑘,2]
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐂𝑘 𝐄𝑘,1 𝐄𝑘,2
𝐃𝑘,1 𝐒𝑘 0
𝐃𝑘,2 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

[𝐕𝑘𝐕̃𝑘 𝐕𝑘,1 𝐕𝑘,2]
⊤

.

现在我们希望通过利用 Ξ𝑘 的结构, 恢复出式 (4-5)中变量 𝒞 和 𝐑𝑘,2 的表达

式. 为此,我们先证明如下的论断

𝒲 ∶= 𝒱 −
𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 (𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 ∈
𝑑

⨂
𝑘=1

span([𝐔𝑘 𝐔𝑘,1]),

这里 𝐑𝑘,2 = 𝐃𝑘,2Σ̃−1
𝑘 𝐔̃⊤

𝑘 . 事实上,我们发现

P𝐔𝑘,2𝐖(𝑘) = P𝐔𝑘,2

⎛
⎜
⎜
⎝
𝒱 −

𝑑

∑
𝑖=1

𝒢 ×𝑖 (𝐔𝑖,2𝐑𝑖,2) ×𝑗≠𝑖 𝐔𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠(𝑘)

= P𝐔𝑘,2Ξ𝑘 − 𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2𝐆(𝑘)𝐕
⊤
𝑘

= 𝐔𝑘,2𝐃𝑘,2𝐕̃
⊤
𝑘𝐕

⊤
𝑘 − 𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2𝐆(𝑘)𝐕

⊤
𝑘

= 𝐔𝑘,2𝐃𝑘,2Σ̃−1
𝑘 𝐔̃⊤

𝑘 𝐔̃𝑘Σ̃𝑘𝐕̃
⊤
𝑘𝐕

⊤
𝑘 − 𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2𝐆(𝑘)𝐕

⊤
𝑘

= 𝐔𝑘,2𝐃𝑘,2Σ̃−1
𝑘 𝐔̃⊤

𝑘𝐆(𝑘)𝐕
⊤
𝑘 − 𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2𝐆(𝑘)𝐕

⊤
𝑘

= 𝐔𝑘,2 (𝐃𝑘,2Σ̃−1
𝑘 𝐔̃⊤

𝑘 − 𝐑𝑘,2)𝐆(𝑘)𝐕
⊤
𝑘

= 0

对所有的 𝑘 ∈ [𝑑]成立. 这些等式来源于 𝐕(𝑘) = Ξ𝑘, P𝐔𝑘,2𝐔𝑘 = 0, 𝐕𝑘 = (𝐔𝑗)⊗𝑗≠𝑘,
𝐆(𝑘) = 𝐔̃𝑘Σ̃𝑘𝐕̃

⊤
𝑘 ,以及 𝐑𝑘,2 = 𝐃𝑘,2Σ̃−1

𝑘 𝐔̃⊤
𝑘 . 于是,我们可以得到

𝐖(𝑘) ∈ span(𝐔𝑘,2)⟂ = span([𝐔𝑘𝐔̃𝑘 𝐔𝑘,1]) = span([𝐔𝑘 𝐔𝑘,1]),

因此𝒲 ∈ ⨂𝑑
𝑘=1 span([𝐔𝑘 𝐔𝑘,1]).

因此,根据式 (1-5)以及我们上述证明的论断可以得到,存在张量𝒞 ∈ ℝ𝑟1×𝑟2×⋯×𝑟𝑑

使得

𝒞 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1] = 𝒲 = 𝒱 −

𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 (𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 .

总而言之, 𝒱 可以被表达为式 (4-5)的形式.
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值得注意的是, 在定理 4.2的证明当中, 我们对 Tucker 张量代数簇切锥中的
所有出现的展平矩阵,利用了图 4-1中的切锥结构. 也就是说,图 4-1中新推出的
矩阵代数簇切锥的表达式在推导 Tucker张量代数簇切锥显式表达式 (4-5)中, 扮
演很重要的角色. 我们在图 4-3 中对 𝑑 = 3 的情形给出了切锥 T𝒳 ℳ≤𝐫 一个几

何上的刻画,这里带阴影的立方体代表了一个任意的张量 𝒞 ∈ ℝ𝑟1×⋯×𝑟𝑑 . 注意到
式 (4-5)当 𝐫 = 𝐫 时可以退化到式 (4-4)中 Tucker张量流形切空间的显式表达,只
需设定 𝐔𝑘,2 = 𝐔⟂

𝑘 , 𝐑𝑘,2 = 𝐑𝑘, 𝒞 = ̇𝒢,并且删除变量 𝐔𝑘,1. 更进一步,这些结果可
以自然的退化到矩阵流形代数簇的切空间切锥结果. 事实上,图 4-1中矩阵切锥显
式表达,可以直观地被看成图 4-3中的立方体从前往后压缩后得到的结果,类似于
“演奏手风琴”的过程. 上述过程可以参考示意图 4-4.

𝐺1

𝐺2

𝐺3

𝑟 1

𝑟2
𝑟 3

×3
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1 𝐔𝑘,2]

图 4-3当 𝑑 = 3时,在 𝒳 = 𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐔𝑘 处切锥 T𝒳 ℳ≤𝐫 的几何刻画. 这里 𝐺𝑘 ∶= 𝒢 ×𝑘 𝐑𝑘,2 以及

参数 𝐑𝑘,2 ∈ ℝ(𝑛𝑘−𝑟𝑘)×𝑟𝑘 , 𝐔𝑘,1 ∈ St(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘)和对 𝑘 ∈ [𝑑]满足 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1 𝐔𝑘,2] ∈ 𝒪(𝑛𝑘)的参
数 𝐔𝑘,2 ∈ St(𝑛𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘).

Figure 4-3 Illustration of an element in T𝒳 ℳ≤𝐫 at 𝒳 = 𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐔𝑘 for 𝑑 = 3. 𝐺𝑘 ∶= 𝒢 ×𝑘 𝐑𝑘,2

with parameters𝐑𝑘,2 ∈ ℝ(𝑛𝑘−𝑟𝑘)×𝑟𝑘 ,𝐔𝑘,1 ∈ St(𝑟𝑘 −𝑟𝑘, 𝑛𝑘) and𝐔𝑘,2 ∈ St(𝑛𝑘 −𝑟𝑘, 𝑛𝑘) satisfying
[𝐔𝑘 𝐔𝑘,1 𝐔𝑘,2] ∈ 𝒪(𝑛𝑘) for 𝑘 ∈ [𝑑].

切锥显式表达的唯一性 事实上, 定理 4.2所展示的切锥元素的参数化可能不是
唯一的. 特别地,我们发现对任意的 𝐐𝑘,1 ∈ 𝑂(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘)和 𝐐𝑘,2 ∈ 𝑂(𝑛𝑘 − 𝑟𝑘),

𝒱 = ̆𝒞 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔̆𝑘,1] +

𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 (𝐔̆𝑘,2𝐑̆𝑘,2) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗

是张量 𝒱 ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫 的一个不同的表达,这里
̆𝒞 = 𝒞 ×𝑑

𝑘=1 [𝐈𝑟𝑘
𝐐⊤

𝑘,1], 𝐔̆𝑘,1 = 𝐔𝑘,1𝐐𝑘,1, 𝐔̆𝑘,2 = 𝐔𝑘,2𝐐𝑘,2, 𝐑̆𝑘,2 = 𝐐⊤
𝑘,2𝐑𝑘,2

以及 𝑘 ∈ [𝑑]. 因此, 式 (4-5)对切锥元素的刻画是不唯一的. 类似于矩阵情形,
式 (4-5)在右正交群作用于 𝐔𝑘,1和 𝐔𝑘,2 (𝑘 ∈ [𝑑])上的意义下唯一,如果

ranktc(𝒱 ×𝑑
𝑘=1 P⟂

𝐔𝑘
) = ranktc(𝒞 ×𝑑

𝑘=1 [0 𝐔𝑘,1]) = 𝐫 − 𝐫.

注意到上述的限制条件可以退化到式 (4-3)中对矩阵切锥表达唯一性的限制条
件 rank(P⟂

𝐔Ξ P⟂
𝐕) = 𝑟 − 𝑟. 更进一步, 我们通过矩阵切锥的紧参数化 (4-3)以及定

理 4.2中的奇异值分解 𝐗(𝑘) = 𝐔𝑘𝐆(𝑘)𝐕⊤
𝑘 = 𝐔𝑘𝐔̃𝑘Σ̃𝑘𝐕̃

⊤
𝑘𝐕

⊤
𝑘 ,可以给出 T𝒳 ℳ≤𝐫 的一

个紧参数化. 值得注意的是 (4-6)中的矩阵 𝒞 和 𝐔𝑘,1相比于 (4-5)参数量更少.
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𝐺1

𝐺2

𝐺3

𝑟 1

𝑟2
𝑟 3

Tucker张量流形切锥

𝐺1

𝐺2

𝐺3

𝑟 1

𝑟2
𝑟 3

Tucker张量流形切空间

𝑟 ℓ

𝑟
ℓ

矩阵切锥 矩阵切空间

𝑑 = 2 𝑑 = 2

𝑟 = 𝑟

𝐫 = 𝐫

图 4-4矩阵张量流形代数簇切锥表达的联系.
Figure 4-4 Connections of tangent cones of matrix and tensor varieties.
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推论 4.3. 给定一个具有 Tucker分解的张量 𝒳 = 𝒢 ×1 𝐔1 ⋯ ×𝑑 𝐔𝑑 ∈ ℝ𝑛1×⋯×𝑛𝑑 以

及 ranktc(𝒳) = 𝐫 ≤ 𝐫,在 𝒳 处切锥ℳ≤𝐫 中的任意元素 𝒱 可以被表示为

𝒱 = 𝒞 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1] +

𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 (𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 , (4-6)

这里 𝒞 ∈ ℝ(𝑟1+ℓ1)×⋯×(𝑟𝑑+ℓ𝑑 ), 𝐑𝑘,2 ∈ ℝ(𝑛𝑘−𝑟𝑘−ℓ𝑘)×𝑟𝑘 , 𝐔𝑘,1 ∈ St(ℓ𝑘, 𝑛𝑘) 以及 𝐔𝑘,2 ∈
St(𝑛𝑘 − 𝑟𝑘 − ℓ𝑘, 𝑛𝑘) 为对 𝑘 ∈ [𝑑] 满足 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1 𝐔𝑘,2] ∈ 𝒪(𝑛𝑘) 的自由变量, ℓ =
(ℓ1, ℓ2, … , ℓ𝑑)满足

ℓ𝑘 = rank(P⟂
𝐔𝑘
𝐕(𝑘)P

⟂
𝐕𝑘𝐕̃𝑘

) = rank([0 𝐔𝑘,1]𝐂(𝑘)([𝐔𝑗 𝐔𝑗,1]⊗𝑗≠𝑘)⊤ P⟂
𝐕𝑘𝐕̃𝑘

)

这里 𝐕𝑘 = (𝐔𝑗)⊗𝑗≠𝑘 以及 𝐕̃𝑘 ∈ St(𝑟𝑘, 𝑟−𝑘)是矩阵 𝐆(𝑘) 的右奇异向量. 更进一步,
式 (4-6)中的切锥表达在正交群作用在矩阵 𝐔𝑘,1 和 𝐔𝑘,2 的意义下是唯一的,这里
𝑘 ∈ [𝑑].

证明. 我们可以通过将图 4-1中的参数化替换为 (4-3)得到式 (4-6), 这里 ℓ𝑘 =
rank(P⟂

𝐔𝑘
𝐕(𝑘)P

⟂
𝐕𝑘𝐕̃𝑘

)来自于定理 4.2中的证明.
更进一步,我们的目标是证明 span(𝐔𝑘,1) = span(P⟂

𝐔𝑘
𝐕(𝑘)P

⟂
𝐕𝑘𝐕̃𝑘

). 为此,我们有

P⟂
𝐔𝑘
𝐕(𝑘)P⟂

𝐕𝑘𝐕̃𝑘
= P⟂

𝐔𝑘([𝐔𝑘 𝐔𝑘,1]𝐂(𝑘)([𝐔𝑗 𝐔𝑗,1]⊗𝑗≠𝑘)⊤ + 𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2𝐆(𝑘)𝐕⊤
𝑘 )P⟂

𝐕𝑘𝐕̃𝑘

= [0 𝐔𝑘,1]𝐂(𝑘)([𝐔𝑗 𝐔𝑗,1]⊗𝑗≠𝑘)⊤ P⟂
𝐕𝑘𝐕̃𝑘

+𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2𝐔̃𝑘Σ̃𝑘𝐕̃
⊤
𝑘𝐕

⊤
𝑘 P⟂

𝐕𝑘𝐕̃𝑘

= 𝐔𝑘,1𝐂(𝑘)([𝐔𝑗 𝐔𝑗,1]⊗𝑗≠𝑘)⊤ P⟂
𝐕𝑘𝐕̃𝑘

,

这里 𝐆(𝑘) = 𝐔̃𝑘Σ̃𝑘𝐕̃
⊤
𝑘 是展平矩阵 𝐆(𝑘) 的 SVD分解,以及 𝐂(𝑘) ∈ ℝℓ𝑘×(∏𝑗≠𝑘(𝑟𝑗+ℓ𝑗 ))

由矩阵 𝐂(𝑘)的最后 ℓ𝑘行组成. 利用 𝐔𝑘,1 ∈ St(ℓ𝑘, 𝑛𝑘)和 ℓ𝑘 = rank(P⟂
𝐔𝑘
𝐕(𝑘)P

⟂
𝐕𝑘𝐕̃𝑘

),
我们可以得到 span(𝐔𝑘,1) = span(P⟂

𝐔𝑘
𝐕(𝑘)P

⟂
𝐕𝑘𝐕̃𝑘

).
于是,式 (4-6)中的切锥表达在正交群作用在矩阵 𝐔𝑘,1 和 𝐔𝑘,2 的意义下是唯

一的.

这里值得注意的是,由于 𝑟−𝑘 = 𝑟对于 𝑑 = 2以及 𝑘 = 1, 2成立,我们可以得
到 𝐕̃𝑘 ∈ 𝒪(𝑟)因此 P⟂

𝐕𝑘𝐕̃𝑘
= P⟂

𝐕𝑘
. 因此,张量的紧参数化 (4-6)与矩阵情形 (4-3)完

全相符. 虽然由于我们没有对 𝒞 提出秩约束条件,导致式 (4-5)不是一个紧凑的表
达,但是式 (4-5)仍然可以用于计算切锥投影,详见接下来的章节.
我们从定理 4.2的证明中发现,引理 4.1中关于切锥的包含关系事实上是等于

关系, 这一点我们在下面的推论中展示. 具体而言, 任意满足 𝐕(𝑘) ∈ T𝐗(𝑘)ℝ
𝑛𝑘×𝑛−𝑘
≤𝑟𝑘

的张量 𝒱 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 都可以表达为式 (4-5)的形式,也就是说 𝒱 ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫 .

推论 4.4. 张量代数簇ℳ≤𝐫 的切锥,等于沿着不同模态张量化的矩阵代数簇的切
锥交集,也就是说,

T𝒳 ℳ≤𝐫 =
𝑑

⋂
𝑘=1

ten(𝑘)(T𝐗(𝑘)ℝ
𝑛𝑘×𝑛−𝑘
≤𝑟𝑘 ) .
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通常情况下, 定义 1.11所给出的对问题 (4-1)的一阶稳定性条件是很难在计
算上验证的 (详见 4.2.4节). 下面的命题给出了如何在每个模态都不满秩的点
𝒳∗ ∈ ℳ<𝐫 ∶= {𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ ranktc(𝒳) < 𝐫}上验证稳定性条件的等价刻画.

命题 4.5. 设 𝒳∗是问题 (4-1)的一个一阶稳定点 𝐫∗ ∶= ranktc(𝒳∗) < 𝐫. 那么,如下
的等式成立

∇𝑓(𝒳∗) = 0.

证明. 由于任意的张量 𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 可以通过秩 1 张量 𝐞𝑖1 ∘ 𝐞𝑖2 ∘ ⋯ ∘ 𝐞𝑖𝑑 和

(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) ∈ [𝑛1] × [𝑛2] × ⋯ × [𝑛𝑑]被表达为

𝒜 =
𝑛1

∑
𝑖1=1

⋯
𝑛𝑑

∑
𝑖𝑑=1

𝑦𝑖1,…,𝑖𝑑𝐞𝑖1 ∘ ⋯ ∘ 𝐞𝑖𝑑 ,

我们只需要证明 ⟨𝐞𝑖1 ∘ ⋯ ∘ 𝐞𝑖𝑑 , ∇𝑓(𝒳∗)⟩ = 0.
我们根据 𝐫∗ < 𝐫 可以得到 𝒳∗ + 𝑡𝐞𝑖1 ∘ ⋯ ∘ 𝐞𝑖𝑑 ∈ ℳ≤𝐫 对所有的 𝑡, 𝑖𝑘 ∈ [𝑛𝑘]和

𝑘 ∈ [𝑑]成立. 因此,我们可以得到 ±𝐞𝑖1 ∘ ⋯ ∘ 𝐞𝑖𝑑 ∈ T𝒳∗ℳ≤𝐫 . 根据定义 1.11以及
𝒳∗是一阶稳定点,我们有 ⟨𝐞𝑖1 ∘ ⋯ ∘ 𝐞𝑖𝑑 , ∇𝑓(𝒳∗)⟩ = 0以及 ∇𝑓(𝒳∗) = 0.

与矩阵情形中等式关系 ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟 = ℝ𝑚×𝑛

<𝑟 ∪ ℝ𝑚×𝑛
𝑟 不同的是, Tucker张量代数簇

ℳ≤𝐫 不仅仅包含了集合ℳ<𝐫 和ℳ𝐫 中的点,也包含了部分模态满秩部分模态亏
秩的点. 命题 4.5中的稳定性条件是限制在集合ℳ<𝐫 上的.
定理 4.2给出的切锥显式表达式让我们可以得到一些新的结果. 我们回顾

式 (4-5)中的参数化:

𝒱 = 𝒱0 +
𝑑

∑
𝑘=1

𝒱𝑘 ∶= 𝒞 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1] +

𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 (𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 . (4-7)

注意到对于 𝑖 ≠ 𝑗 来说有 ⟨𝒱𝑖, 𝒱𝑗⟩ = 0,因此 ‖𝒱‖2
F = ∑𝑑

𝑘=0 ‖𝒱𝑘‖2
F. 令人意外的是,

沿着 𝒱 中的两类方向做线搜索并不会离开 Tucker 张量代数簇: 1) 从式 (1-5) 和
Tucker分解 𝒳 = 𝒢 ×𝑑

𝑘=1 𝐔𝑘得知

𝒳 + 𝒱0 = 𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐔𝑘 + 𝒞 ×𝑑

𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1]

∈
𝑑

⨂
𝑘=1

span([𝐔𝑘 𝐔𝑘,1]) ⊆ ℳ≤𝐫 ; (4-8)

2)对于所有的 𝑘 ∈ [𝑑],我们通过 rank(𝐔𝑘 + 𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2) ≤ 𝑟𝑘发现

𝒳 + 𝒱𝑘 = 𝒢 ×𝑑
𝑖=1 𝐔𝑖 + 𝒢 ×𝑘 (𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗

= 𝒢 ×𝑘 (𝐔𝑘 + 𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗

∈ ℳ≤𝐫 . (4-9)
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值得注意的是式 (4-8)和 (4-9)提供了 (𝑑 + 1)个在切锥 T𝒳 ℳ≤𝐫 中的免收缩映射

的搜索方向 𝒱0, 𝒱1, … , 𝒱𝑑 , 这些方向可以用于在代数簇ℳ≤𝐫 上设计免收缩映射

的线搜索方法 (即无需往代数簇ℳ≤𝐫 投影的线搜索方法);详见4.4节. 此外,下面
的推论给出了收缩映射 RHO

𝒳 ∶ 𝒱 ↦ PHO
≤𝐫 (𝒳 + 𝒱)满足的界,这个结果对证明ℳ≤𝐫

上线搜索方法的收敛性有至关重要的作用.

推论 4.6. 高阶奇异值分解 (HOSVD) 收缩映射满足对任意的 𝒳 ∈ ℳ≤𝐫 和 𝒱 ∈
T𝒳 ℳ≤𝐫 有

‖𝒳 − PHO
≤𝐫 (𝒳 + 𝒱)‖F ≤ (1 + 𝑑

√𝑑 + 1
)‖𝒱‖F.

证明. 根据式 (1-11)以及式(4-8)–(4-9)的推论 𝒳 + 𝒱𝑘 ∈ ℳ≤𝐫 ,我们可以得到对于
所有的 𝑘 = 0, 1, … , 𝑑 有

‖𝒳 + 𝒱 − P≤𝐫(𝒳 + 𝒱)‖2
F = min

𝒴∈ℳ≤𝐫
‖𝒳 + 𝒱 − 𝒴‖2

F ≤ ‖𝒳 + 𝒱 − (𝒳 + 𝒱𝑘)‖2
F,

于是有

(𝑑 + 1)‖𝒳 + 𝒱 − P≤𝐫(𝒳 + 𝒱)‖2
F ≤

𝑑

∑
𝑘=0

‖𝒳 + 𝒱 − (𝒳 + 𝒱𝑘)‖2
F.

由拟最优性式 (1-13)以及 ‖𝒱‖2
F = ∑𝑑

𝑘=0 ‖𝒱𝑘‖2
F得知

‖𝒳 + 𝒱 − PHO
≤𝐫 (𝒳 + 𝒱)‖

2
F ≤ 𝑑 ‖𝒳 + 𝒱 − P≤𝐫(𝒳 + 𝒱)‖2

F

≤ 𝑑
𝑑 + 1

𝑑

∑
𝑘=0

‖𝒳 + 𝒱 − (𝒳 + 𝒱𝑘)‖2
F

= 𝑑
𝑑 + 1

𝑑

∑
𝑘=0

𝑑

∑
𝑗=0,𝑗≠𝑘

‖𝒱𝑗‖2
F

= 𝑑2

𝑑 + 1‖𝒱‖2
F

成立. 因此有如下的不等式成立

‖𝒳 − PHO
≤𝐫 (𝒳 + 𝒱)‖F ≤ ‖𝒳 + 𝒱 − PHO

≤𝐫 (𝒳 + 𝒱)‖F + ‖𝒱‖F ≤ (1 + 𝑑
√𝑑 + 1

)‖𝒱‖F.

4.2.4 往切锥上的度量投影

为了在ℳ≤𝐫 上构造投影梯度类方法, 我们考虑将张量 𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 到

𝒳 = 𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐔𝑘处切锥 T𝒳 ℳ≤𝐫 的度量投影,这个投影由如下的优化问题所决定:

PT𝒳 ℳ≤𝐫𝒜 ∶= arg min
𝒱∈T𝒳 ℳ≤𝐫

‖𝒜 − 𝒱‖2
F. (4-10)
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由于切锥 T𝒳 ℳ≤𝐫 是一个闭集,因此度量投影是存在的. 值得注意的是,度量
投影并不是唯一的, 但是在实际设计 ℳ≤𝐫 上投影梯度类算法中, 我们总能选择
其中一个投影保证算法能运行. 为了研究度量投影, 我们将切锥表达式 (4-5) 和
式 (4-7)代入度量投影的表达式中 (4-10),可以得到

‖𝒜 − 𝒱‖2
F = ‖𝒜 −

𝑑

∑
𝑘=0

𝒱𝑘‖2
F = ‖𝒜‖2

F +
𝑑

∑
𝑘=0

‖𝒱𝑘‖
2
F − 2

𝑑

∑
𝑘=0

⟨𝒜, 𝒱𝑘⟩

= ‖𝒜‖2
F + ‖𝒞‖2

F − 2 ⟨𝒜 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1]

⊤
, 𝒞⟩

+
𝑑

∑
𝑘=1

(‖𝒢 ×𝑘 𝐑𝑘,2‖
2
F − 2 ⟨𝒜 ×𝑘 𝐔⊤

𝑘,2 ×𝑗≠𝑘 𝐔⊤
𝑗 , 𝒢 ×𝑘 𝐑𝑘,2⟩) . (4-11)

为了求解问题 (4-10),我们希望解出式 (4-11)中未知变量 𝒞, 𝐔𝑘,1, 𝐔𝑘,2 和 𝐑𝑘,2,这
里 𝑘 ∈ [𝑑]. 简而言之, 我们通过如下两个步骤计算度量投影 PT𝒳 ℳ≤𝐫𝒜: 1) 固定
𝐔𝑘,1 和 𝐔𝑘,2,我们通过最小二乘问题得到 𝒞 和 𝐑𝑘,2 的显式表达; 2)我们将得到的
解代入式 (4-11) 并通过代入后的优化问题得到 𝐔𝑘,1 满足的优化问题, 此时 𝐔𝑘,2
可以天然地通过 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1 𝐔𝑘,2] ∈ 𝒪(𝑛𝑘)得到.

步 1: 固定𝐔𝑘,1和𝐔𝑘,2得到 𝒞和𝐑𝑘,2 我们通过固定𝐔𝑘,1和𝐔𝑘,2,发现问题 (4-11)
中的目标函数是一个关于 𝒞 和 𝐑𝑘,2 的可分二次函数. 因此,度量投影 (4-10)中的
变量 𝒞 和 𝐑𝑘,2可以被唯一的表达为

𝒞 = 𝒜 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1]

⊤
,

𝐑𝑘,2 = (𝒜 ×𝑘 𝐔
⊤
𝑘,2 ×𝑗≠𝑘 𝐔⊤

𝑗 )(𝑘)
𝐆†

(𝑘).
(4-12)

步 2: 求解 𝐔𝑘,1 我们将式 (4-12)代入式 (4-11),并得到

‖𝒜 − 𝒱‖2
F = ‖𝒜‖2

F − ‖𝒞‖2
F −

𝑑

∑
𝑘=1

‖𝒢 ×𝑘 𝐑𝑘,2‖
2
F

= ‖𝒜‖2
F − ‖𝒞‖2

F −
𝑑

∑
𝑘=1

⟨𝐀≠𝑘 P𝐆⊤
(𝑘)

, (𝐈𝑛𝑘 − 𝐔𝑘𝐔
⊤
𝑘 − 𝐔𝑘,1𝐔

⊤
𝑘,1)𝐀≠𝑘 P𝐆⊤

(𝑘)⟩

= ‖𝒜‖2
F − ‖𝒜 ×𝑑

𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1]
⊤

‖
2

F

−
𝑑

∑
𝑘=1

‖𝐀≠𝑘 P𝐆⊤
(𝑘)‖

2

F
+

𝑑

∑
𝑘=1

‖𝐔
⊤
𝑘𝐀≠𝑘 P𝐆⊤

(𝑘)‖
2

F
+

𝑑

∑
𝑘=1

‖𝐔
⊤
𝑘,1𝐀≠𝑘 P𝐆⊤

(𝑘)‖
2

F
,

这里 𝐀≠𝑘 ∶= (𝒜 ×𝑗≠𝑘 𝐔⊤
𝑗 )(𝑘) ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑟−𝑘 以及 P𝐆⊤

(𝑘)
∶= 𝐆†

(𝑘)𝐆(𝑘). 这里 𝐔𝑘,2 被 𝐔𝑘
和 𝐔𝑘,1 消去了. 有一种替代的方案是利用 𝐔𝑘 和 𝐔𝑘,2 将变量 𝐔𝑘,1 消去. 然而,当
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𝑟𝑘 ≪ 𝑛𝑘时,变量 𝐔𝑘,1 ∈ ℝ𝑛𝑘×(𝑟𝑘−𝑟𝑘)的参数量少于变量 𝐔𝑘,2 ∈ ℝ𝑛𝑘×(𝑛𝑘−𝑟𝑘). 因此,从
计算上来说将问题 (4-10)变成

min
𝐔1,1,𝐔2,1,…,𝐔𝑑,1

− ‖𝒜 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1]

⊤

‖
2

F
+

𝑑

∑
𝑘=1

‖𝐔
⊤
𝑘,1𝐀≠𝑘 P𝐆⊤

(𝑘)‖
2

F

s. t. [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1]
⊤

[𝐔𝑘 𝐔𝑘,1] = 𝐈𝑟𝑘 对所有的 𝑘 ∈ [𝑑]

(4-13)

是更节省空间的. 由于问题 (4-13)的可行集是紧集,问题 (4-13)的全局最优解是存
在的.
设 (𝐔∗

1,1,𝐔∗
2,1, … ,𝐔∗

𝑑,1)是问题 (4-13)的一个全局最优解. 我们通过式 (4-5)和
式 (4-12),可以得到往切锥 T𝒳 ℳ≤𝐫 的度量投影的表达式

PT𝒳 ℳ≤𝐫𝒜 = 𝒜 ×𝑑
𝑘=1 P𝐒∗

𝑘
+

𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 (P⟂
𝐒∗

𝑘(𝒜 ×𝑗≠𝑘 𝐔
⊤
𝑗 )(𝑘)

𝐆†
(𝑘)) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 , (4-14)

这里 𝐒∗
𝑘 ∶= [𝐔𝑘 𝐔∗

𝑘,1]. 我们发现投影 (4-14)取决于投影算子 P𝐒∗
𝑘
而非特定的列正

交矩阵 𝐔∗
𝑘,1. 此外,当 𝐫 = 𝐫 时,式 (4-14)可以自然地退化为式 (1-14),即往切空间

投影的显式表达式.

与矩阵代数簇的联系 值得注意的是,式 (4-14)中的投影与已有的矩阵代数簇上
的投影 (即式 (1-9))的结果是相合的. 具体而言,给定一个矩阵 𝐗 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝑟 和它的

SVD 𝐗 = 𝐔Σ𝐕⊤,此时式 (4-13)会退化为

max
𝐔1,1,𝐕2,1

‖𝐔⊤
1,1𝐀𝐕2,1‖2

F, s. t. [𝐔 𝐔1,1]
⊤

[𝐔 𝐔1,1] = [𝐕 𝐕2,1]
⊤

[𝐕 𝐕2,1] = 𝐈𝑟.

(4-15)
事实上, 问题 (4-15) 有一个显式解 (𝐔∗,𝐕∗), 它是矩阵 P⟂

𝐔𝐀P⟂
𝐕 的前 (𝑟 − 𝑟) 个奇

异向量. 这是因为, 由于 𝐔⊤𝐔∗ = 0 和 𝐕⊤𝐕∗ = 0, 导致 (𝐔∗,𝐕∗) 是问题 (4-15)的
一个可行解. 更进一步, 对于所有的可行解 (𝐔1,1,𝐕2,1), 我们根据 P⟂

𝐔𝐔1,1 = 𝐔1,1,
P⟂
𝐕𝐕2,1 = 𝐕2,1,和 Eckart–Young定理得到

‖𝐔⊤
1,1𝐀𝐕2,1‖2

F = ‖𝐔⊤
1,1P⟂

𝐔𝐀P⟂
𝐕𝐕2,1‖2

F ≤ ‖(𝐔∗)⊤P⟂
𝐔𝐀P⟂

𝐕𝐕
∗‖2

F = ‖(𝐔∗)⊤𝐀𝐕∗‖2
F.

因此, (𝐔∗,𝐕∗)确实是问题 (4-15)的一个全局最优解.
我们通过式 (4-14)得到

PT𝐗ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟

𝐀 = P[𝐔 𝐔∗]𝐀P[𝐕 𝐕∗] + P⟂
[𝐔 𝐔∗]𝐀P𝐕 + P𝐔𝐀P⟂

[𝐕 𝐕∗]

= PT𝐗ℝ𝑚×𝑛
𝑟 𝐀 + P≤(𝑟−𝑟)(P⟂

𝐔𝐀P⟂
𝐕) ,

这个结果与式 (1-9)中往矩阵切锥上投影的结果相容.
相比于矩阵的情形,在 𝑑 ≥ 3时求解问题 (4-13)的全局极小值点是一个计算

上不可行的方案. 因此,一个更加可行的办法是构造近似投影.
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4.2.5 一个近似投影

式 (4-10)中的投影通常是没有显式解的,因此我们需要设计近似投影. 给定
𝒳 = 𝒢 ×𝑑

𝑘=1 𝐔𝑘以及对任意 𝑘 ∈ [𝑑]满足 P𝐔𝑘𝐔̃𝑘,1 = 0的 𝐔̃𝑘,1 ∈ St(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘),我们
通过将式 (4-14)中的 𝐔∗

𝑘,1替换为 𝐔̃𝑘,1来构造近似投影.

命题 4.7. 给定对 𝑘 ∈ [𝑑]满足 P𝐔𝑘𝐔̃𝑘,1 = 0的矩阵 𝐔̃𝑘,1 ∈ St(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘),如下定义
的近似投影

P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜 ∶= 𝒜 ×𝑑
𝑘=1 P𝐒̃𝑘 +

𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 (P⟂
𝐒̃𝑘(𝒜 ×𝑗≠𝑘 𝐔

⊤
𝑗 )(𝑘)

𝐆†
(𝑘)) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 , (4-16)

满足 P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜 ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫和 ⟨𝒜, P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜⟩ = ‖ P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜‖2
F,这里 𝐒̃𝑘 ∶= [𝐔𝑘 𝐔̃𝑘,1].

证明. 为简化表达, 我们类似于式 (4-7), 为式 (4-16)引入记号 P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜 = ̃𝒱0 +
∑𝑑

𝑘=1 ̃𝒱𝑘. 我们可以很直接地验证

̃𝒱0 = (𝒜 ×𝑑
𝑗=1 [𝐔𝑗 𝐔̃𝑗,1]⊤

) ×𝑑
𝑖=1 [𝐔𝑖 𝐔̃𝑖,1],

̃𝒱𝑘 = 𝒢 ×𝑘 (𝐔̃𝑘,2𝐔̃
⊤
𝑘,2 (𝒜 ×𝑗≠𝑘 𝐔

⊤
𝑗 )(𝑘)

𝐆†
(𝑘)) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 ,

这里 𝐔̃𝑘,2 ∈ St(𝑛𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘)满足 [𝐔𝑘 𝐔̃𝑘,1 𝐔̃𝑘,2] ∈ 𝒪(𝑛𝑘). 因此, P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜是符合切
锥 T𝒳 ℳ≤𝐫 中一个元素的表达式,即 (4-5).

注意到对于 𝑖 ≠ 𝑗 有 ⟨ ̃𝒱𝑖, ̃𝒱𝑗⟩ = 0成立,因此 ‖ P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜‖2
F = ∑𝑑

𝑘=0 ‖ ̃𝒱𝑘‖2
F. 利

用 P2
𝐒̃𝑘

= P𝐒̃𝑘 = P⊤
𝐒̃𝑘
, (P⟂

𝐒̃𝑘
)2 = P⟂

𝐒̃𝑘
= (P⟂

𝐒̃𝑘
)⊤, (𝐆†

(𝑘)𝐆(𝑘))
2 = 𝐆†

(𝑘)𝐆(𝑘) = (𝐆†
(𝑘)𝐆(𝑘))

⊤,以
及 𝐕⊤

𝑘𝐕𝑘 = 𝐈𝑟−𝑘 (这里 𝐕𝑘 = (𝐔𝑗)⊗𝑗≠𝑘),我们可以得到

⟨𝒜, P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜⟩ =
⟨

𝒜, ̃𝒱0 +
𝑑

∑
𝑘=1

̃𝒱𝑘⟩
= ⟨𝒜, 𝒜 ×𝑑

𝑘=1 P𝐒̃𝑘⟩ +
𝑑

∑
𝑘=1

⟨𝒜, ̃𝒱𝑘⟩

= ‖ ̃𝒱0‖
2
F +

𝑑

∑
𝑘=1

⟨𝐀(𝑘), (P⟂
𝐒̃𝑘
𝐀(𝑘)𝐕𝑘𝐆

†
(𝑘))𝐆(𝑘)𝐕⊤

𝑘 ⟩

= ‖ ̃𝒱0‖
2
F +

𝑑

∑
𝑘=1

‖(P⟂
𝐒̃𝑘
𝐀(𝑘)𝐕𝑘𝐆

†
(𝑘))𝐆(𝑘)𝐕⊤

𝑘 ‖
2

F

= ‖ ̃𝒱0‖
2
F +

𝑑

∑
𝑘=1 ‖𝒢 ×𝑘 (P⟂

𝐒̃𝑘(𝒜 ×𝑗≠𝑘 𝐔
⊤
𝑗 )(𝑘)

𝐆†
(𝑘)) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗‖

2

F

= ‖ ̃𝒱0‖2
F +

𝑑

∑
𝑘=1

‖ ̃𝒱𝑘‖2
F

= ‖P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜‖
2

F
.
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命题 4.7直接可以导出如下的结论: ⟨𝒜, PT𝒳 ℳ≤𝐫𝒜⟩ = ‖ PT𝒳 ℳ≤𝐫𝒜‖2
F以及 ‖𝒜−

P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜‖2
F = ‖𝒜‖2

F − ‖ P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜‖2
F. 因此,我们根据 (4-10)可以得到

‖ P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜‖2
F = ‖𝒜‖2

F − ‖𝒜 − P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜‖2
F

≤ ‖𝒜‖2
F − ‖𝒜 − PT𝒳 ℳ≤𝐫𝒜‖2

F = ‖ PT𝒳 ℳ≤𝐫𝒜‖2
F. (4-17)

我们可以通过算法 11显式地计算近似投影. 特别地,由于我们不能显式地计
算出问题 (4-13)的全局极小值点,我们随机地选取对 𝑘 ∈ [𝑑]满足 𝐔⟂

𝑘 𝐔̃𝑘,1 = 0的
参数 𝐔̃𝑘,1 ∈ St(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘). 比如,我们可以通过对矩阵 [𝐔𝑘 𝐈𝑛𝑘]进行 QR分解并随
机从 Q因子的最后 (𝑛𝑘 − 𝑟𝑘)行随机选择 (𝑟𝑘 − 𝑟𝑘)个列. 尽管 𝐔̃𝑘,1 是随机选择的,
对函数 𝑓 而言 P̃T𝒳 ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳)) ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫 仍然是一个下降方向,这是因为我们
在命题 4.7设定𝒜 = −∇𝑓(𝒳)可以得到

⟨−∇𝑓(𝒳), P̃T𝒳 ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳))⟩ = ‖ P̃T𝒳 ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳))‖2
F ≥ 0.

算法 11往 T𝒳 ℳ≤𝐫 上的近似投影算法

输入: 具有 Tucker秩 ranktc(𝒳) = 𝐫 ≤ 𝐫 的张量 𝒳 = 𝒢 ×1 𝐔1 ⋯ ×𝑑 𝐔𝑑 ,以及张量
𝒜 ∈ ℝ𝑛1×⋯×𝑛𝑑 .

1: 随机选择 𝐔̃1,1, … , 𝐔̃𝑑,1使得 𝐔⟂
𝑘 𝐔̃𝑘,1 = 0.

2: 通过式 (4-16)计算近似投影.
输出: P̃T𝒳 ℳ≤𝐫𝒜.

4.3 梯度相关近似投影方法

在本节中,我们旨在通过利用定理 4.2所得到的切锥参数化,来设计线搜索方
法. 一个直觉上的想法是设计投影梯度法

𝒳 (𝑡+1) = P≤𝐫(𝒳 (𝑡) + 𝑠(𝑡) PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))) ,

这是在低秩张量流形ℳ𝐫 上极小化函数 𝑓 的黎曼梯度法的推广;对于矩阵情形可
参考文献 [63, 82]. 然而,度量投影 PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 和 P≤𝐫 都不具有显式表达. 因此,我
们通过利用近似投影 (4-16)和 HOSVD,提出梯度相关近似投影方法.

4.3.1 算法框架

算法 12展示了求解问题 (4-1)的梯度相关近似投影方法 (GRAP).
相比于通过求解问题 (4-14)得到精确的度量投影, GRAP方法将式 (4-14)替

换为近似投影 (4-16). 此外,精确低秩逼近 P≤𝐫 也被 HOSVD PHO
≤𝐫 所替代. 总的来

说, GRAP方法的更新公式为

𝒳 (𝑡+1) = PHO
≤𝐫 (𝒳 (𝑡) + 𝑠(𝑡) P̃T𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))) .
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算法 12梯度相关近似投影方法 (GRAP)
输入: 初始点 𝒳 (0) ∈ ℳ≤𝐫 , 𝜔 = (0, 1],回溯线搜索参数 𝜌, 𝑎 ∈ (0, 1), 𝑠min > 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 通过算法 11计算 𝑔(𝑡) = P̃T𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡))),直到满足角度条件 (4-18).
3: 通过 Armijo回溯线搜索 (4-19)选择步长 𝑠(𝑡).
4: 更新 𝒳 (𝑡+1) = PHO

≤𝐫 (𝒳 (𝑡) + 𝑠(𝑡)𝑔(𝑡))以及 𝑡 = 𝑡 + 1.
5: end while
输出: 𝒳 (𝑡).

更进一步,为保证搜索方向 𝑔(𝑡) ∈ T𝒳 (𝑡)ℳ≤𝐫 是足够梯度相关的,我们提出了如下
的角度条件 (angle condition):

⟨−∇𝑓(𝒳 (𝑡)), 𝑔(𝑡)⟩ ≥ 𝜔 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F‖𝑔(𝑡)‖F, (4-18)

这里 𝜔 ∈ (0, 1].
特别地, 若 𝑔(𝑡) = P̃T𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡))) 不满足角度条件, 我们将生成通过新

的 𝐔̃𝑘,1 构造不同的近似投影 11,直到角度条件被满足. 这背后的道理是,近似投
影 (4-16)仅取决于线性空间 span([𝐔𝑘 𝐔̃𝑘,1])而非特定的 𝐔̃𝑘,1,并且通过遍历所有
可能的 span(𝐔̃𝑘,1)我们能找到 −∇𝑓(𝒳 (𝑡))在切锥上的度量投影 (4-14),而度量投影
是满足角度条件的. 在实际计算中,对于满足 𝒳 (𝑡) ∈ ℳ𝐫 的张量,由于此时 𝑔(𝑡) 退

化为度量投影,我们不再需要关心角度条件.
对于步长,我们选择 Armijo回溯线搜索. 具体而言,给定初始步长 𝑠(𝑡)

0 > 0,通
过选择整数 𝑙,使得对于 𝑠(𝑡) = 𝜌𝑙𝑠(𝑡)

0 > 𝑠min,有

𝑓(𝒳 (𝑡)) − 𝑓(PHO
≤𝐫 (𝒳 (𝑡) + 𝑠(𝑡)𝑔(𝑡))) ≥ 𝑠(𝑡)𝑎⟨−∇𝑓(𝒳 (𝑡)), 𝑔(𝑡)⟩ (4-19)

成立,这里 𝜌, 𝑎 ∈ (0, 1), 𝑠min > 0为线搜索参数. 若 ‖𝑔(𝑡)‖F ≠ 0,则 Armijo线搜索
条件 (4-19)一定能成立. 记 𝒳(𝑠) = PHO

≤𝐫 (𝒳 (𝑡) + 𝑠𝑔(𝑡)). 我们根据 Taylor展开以及命
题 1.2得知

𝑓(𝒳(𝑠)) = 𝑓(𝒳 (𝑡)) + ⟨∇𝑓(𝒳 (𝑡)), PHO
≤𝐫 (𝒳 (𝑡) + 𝑠𝑔(𝑡)) − 𝒳 (𝑡)⟩ + 𝑜(‖𝒳(𝑠) − 𝒳 (𝑡)‖F)

= 𝑓(𝒳 (𝑡)) + ⟨∇𝑓(𝒳 (𝑡)), 𝑠𝑔(𝑡) + 𝑜(𝑠)⟩ + 𝑜(‖𝒳(𝑠) − 𝒳 (𝑡)‖F)
= 𝑓(𝒳 (𝑡)) + 𝑠𝑎⟨∇𝑓(𝒳 (𝑡)), 𝑔(𝑡)⟩ + 𝑠(1 − 𝑎)⟨∇𝑓(𝒳 (𝑡)), 𝑔(𝑡)⟩ + 𝑜(𝑠).

我们从命题 4.7可以推出 ⟨−∇𝑓(𝒳 (𝑡)), 𝑔(𝑡)⟩ = ‖𝑔(𝑡)‖2
F > 0,于是对足够小的 𝑠 > 0我

们有
𝑓(𝒳 (𝑡)) − 𝑓(𝒳(𝑠)) = 𝑠𝑎⟨−∇𝑓(𝒳 (𝑡)), 𝑔(𝑡)⟩ + 𝑠(1 − 𝑎)‖𝑔(𝑡)‖2

F + 𝑜(𝑠)
≥ 𝑠𝑎⟨−∇𝑓(𝒳 (𝑡)), 𝑔(𝑡)⟩.

值得注意的是 GRAP方法是一个求解ℳ≤𝐫 上优化问题的方法,尽管在实际
当中大概率不会生成一个亏秩点, 但它对于亏秩点ℳ≤𝐫 \ℳ𝐫 同样能给出搜索方

向. 对于矩阵的情形也有类似的发现;详见 [63].
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4.3.2 全局收敛性

设 {𝒳 (𝑡)}𝑡≥0 是由算法 12生成的无穷序列. 我们证明算法的全局收敛性,即稳
定性度量 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F收敛到 0.

定理 4.8. 设 {𝒳 (𝑡)}𝑡≥0 是由算法 12生成的无穷序列. 假设 𝑓 是下有界的,且 𝑓 ∗ 是

一个下界,则
lim
𝑡→∞

‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F = 0

成立. 更进一步, 算法 12 在最多 ⌈𝑓(𝒳 (0))/(𝑠min𝑎 𝜔2𝜖2)⌉ 迭代步后, 返回一个满足
‖PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F < 𝜖的点 𝒳 (𝑡) ∈ ℳ≤𝐫 .

证明. 根据式 (4-18)–(4-19)和命题 4.7我们可以得到

𝑓(𝒳 (𝑡)) − 𝑓(𝒳 (𝑡+1)) ≥ 𝑠(𝑡)𝑎⟨−∇𝑓(𝒳 (𝑡)), 𝑔(𝑡)⟩
≥ 𝑠min𝑎‖𝑔(𝑡)‖2

F
≥ 𝑠min𝑎 𝜔2‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖2

F.

于是,我们有

𝑓(𝒳 (0)) − 𝑓 ∗ ≥
∞

∑
𝑡=0

𝑠min𝑎 𝜔2‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖2
F,

因此 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F收敛到 0.
更进一步,假设 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F ≥ 𝜖对 𝑡 = 0, 1, … , 𝑇 成立. 我们有

𝑓(𝒳 (0)) − 𝑓(𝒳 (𝑇 )) ≥ 𝑠min𝑎 𝜔2𝜖2𝑇 ,

于是 𝑇 ≤ 𝑓(𝒳 (0))/(𝑠min𝑎 𝜔2𝜖2).

值得注意的是,上述定理证明了GRAP方法需要𝒪(𝜀−2)个迭代步以达到 𝜀-稳
定点,这个结果与黎曼优化中经典的结论相合;可参考 [74, Theorem 2.5].

4.3.3 局部收敛性

设 {𝒳 (𝑡)}𝑡≥0 是由算法 12生成的无穷序列,我们通过利用 Łojasiewicz梯度不
等式 [63, Definition 2.1]证明局部收敛性. 我们称一个点𝒳 ∈ ℳ≤𝐫满足Łojasiewicz
梯度不等式,若存在 𝛿, 𝐿 > 0以及 𝜃 ∈ (0, 1/2]使得

|𝑓 (𝒳) − 𝑓(𝒴)|1−𝜃 ≤ 𝐿‖ PT𝒳 ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒴))‖F (4-20)

对所有满足 ‖𝒴 − 𝒳‖F ≤ 𝛿 的 𝒴 ∈ ℳ≤𝐫 成立. 在 𝑓 满足式 (4-20)的假设之下,我
们可以证明算法 12的局部收敛性.
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定理 4.9. 设 {𝒳 (𝑡)}𝑡≥0是由算法 12生成的无穷序列. 假设 𝑓是下有界的,且 𝑓 ∗是一

个下界,并且满足 Łojasiewicz梯度不等式. 若 {𝒳 (𝑡)}𝑡≥0 有一个聚点 𝒳∗,则 𝒳 (𝑡) 收

敛到𝒳∗. 更进一步,若 ranktc(𝒳∗) = 𝐫,则稳定性度量满足 ‖ PT𝒳∗ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳∗))‖F =
‖grad𝑓(𝒳∗)‖F = 0以及

‖𝒳 (𝑡) − 𝒳∗‖F ≤ 𝐶
{

e−𝑐𝑡, 若 𝜃 = 1
2 ,

𝑡− 𝜃
1−2𝜃 , 若 0 < 𝜃 < 1

2

对某个 𝐶, 𝑐 > 0成立.

证明. 我们通过利用 [63, Theorem 2.3, Corollary 2.11]的结论,只需证明如下的三
个论断: 1)存在一个常数 𝑐 > 0,使得

𝑓(𝒳 (𝑡)) − 𝑓(𝒳 (𝑡+1)) ≥ 𝑐 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F‖𝒳 (𝑡) − 𝒳 (𝑡+1)‖F;

2)若稳定性度量 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F = 0,则对充分大的 𝑡有 𝒳 (𝑡+1) = 𝒳 (𝑡)成

立; 3)若 ranktc(𝒳∗) = 𝐫,则对充分大的 𝑡有 𝒳 (𝑡) ∈ ℳ𝐫 成立.
对于第一个论断,我们根据式 (4-18)–(4-19)以及推论 4.6得知

𝑓(𝒳 (𝑡)) − 𝑓(𝒳 (𝑡+1)) ≥ 𝑎𝜔 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F‖𝑠(𝑡)𝑔(𝑡)‖F

≥ 𝑎𝜔
𝑀 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F‖𝒳 (𝑡) − 𝒳 (𝑡+1)‖F,

这里𝑀 ∶= 1 + 𝑑/√𝑑 + 1 > 0.
更进一步,假设 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F = 0对某个足够大的 𝑡成立. 我们根

据式 (4-17)得到

‖𝑔(𝑡)‖F = ‖ P̃T𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F ≤ ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F = 0,

于是我们有 𝑔(𝑡) = 0以及 𝒳 (𝑡+1) = 𝒳 (𝑡).
第三个论断是显然的,因为ℳ𝐫 是ℳ≤𝐫 中的一个开集.

4.3.4 关于有界秩集合上灾难点现象的讨论

我们观察到即使点列 {𝒳 (𝑡)}𝑡≥0有一个聚点 𝒳∗,定理 4.8中的全局收敛性结果
lim𝑡→∞ ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F = 0也不能保证 𝒳∗ 是 𝑓 的一个稳定点,也就是
说 ‖ PT𝒳∗ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳∗))‖F可能为非 0值;参考如下的反例.

例 4.1. 给定𝒜 = 𝐞1 ∘ 𝐞1 ∘ 𝐞1 + 𝐞3 ∘ 𝐞3 ∘ 𝐞3 ∈ ℝ𝑛×𝑛×𝑛以及 𝐫 = (2, 2, 2),我们考虑目标
函数 𝑓(𝒳) = ‖𝒳 − 𝒜‖2

F,以及初始值点 𝒳 (0) = 𝐞1 ∘ 𝐞1 ∘ 𝐞1 + 𝐞2 ∘ 𝐞2 ∘ 𝐞2. 则由算法 12
以及固定步长 𝑠(𝑡) = 𝛼 ∈ (0, 1)生成的点列为

𝒳 (𝑡) = 𝐞1 ∘ 𝐞1 ∘ 𝐞1 + (1 − 𝛼)𝑡𝐞2 ∘ 𝐞2 ∘ 𝐞2,

这个点列收敛到𝒳∗ = 𝐞1 ∘𝐞1 ∘𝐞1. 根据定理 4.8,这个点列满足稳定性度量收敛到 0,
即 lim𝑡→∞ ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F = 0. 然而,由于 ∇𝑓(𝒳∗) ≠ 0,根据性质 4.5得
知 𝒳∗并不是 𝑓 的稳定点.
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在近期的研究中,上述现象被命名为灾难点现象 [89]. 特别地,点 𝒳∗ ∈ ℳ≤𝐫
被称为是一个灾难点,如果存在一个收敛到 𝒳∗的序列 {𝒳 (𝑡)} ⊆ ℳ≤𝐫 以及一个光

滑函数 𝑓 ,使得

lim
𝑡→∞

‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F = 0 但是 ‖ PT𝒳∗ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳∗))‖F > 0.

三元组 (𝒳∗, {𝒳 (𝑡)}, 𝑓 )被称为一个灾难点组. 我们发现和矩阵代数簇一样, Tucker
张量代数簇在秩亏点处同样的有灾难点问题.

命题 4.10. 如果 𝒳∗ ∈ ℳ≤𝐫 的 Tucker秩满足 ranktc(𝒳∗) = 𝐫 < 𝐫,则 𝒳∗ 是一个灾

难点.

证明. 注意到张量 𝒳∗ 拥有如下的 Tucker 分解 𝒢∗ ×1 𝐔∗
1 ⋯ ×𝑑 𝐔∗

𝑑 , 这里 𝒢∗ ∈
ℝ𝑟1×𝑟2×⋯×𝑟𝑑 , 𝐔∗

𝑘 ∈ St(𝑟𝑘, 𝑛𝑘)以及 𝑘 ∈ [𝑑]. 现在我们考虑第 𝑘0 个展平矩阵 𝐗∗
(𝑘0) =

𝐔∗
𝑘0
𝐆∗

(𝑘0)(𝐕
∗
𝑘0

)⊤ ∈ ℝ𝑛𝑘0×𝑛−𝑘0 , 这里 𝐕∗
𝑘0

∶= (𝐔∗
𝑗 )⊗𝑗≠𝑘0 . 由于 𝑟𝑘0

< 𝑛𝑘0 以及 𝑟−𝑘0
<

𝑛−𝑘0 ,存在矩阵 𝐮 ∈ ℝ𝑛𝑘0 ∖{0}和 𝐯 ∈ ℝ𝑛−𝑘0 ∖{0},使得 (𝐔∗
𝑘0

)⊤𝐮 = 0以及 (𝐕∗
𝑘0

)⊤𝐯 = 0.
我们目标是构造一个序列 {𝒳 (𝑡)} ⊆ ℳ≤𝐫 以及一个函数 𝑓 使得 𝒳 (𝑡) 收敛到 𝒳∗ 以

及 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F收敛到 0,但是 𝒳∗并不是 𝑓 的一阶稳定点.

首先, 我们考虑序列 𝒳 (𝑡) ∈ ℳ≤𝐫 , 它的定义是 𝒳 (𝑡) = 𝒢(𝑡) ×𝑑
𝑘=1 [𝐔

∗
𝑘 𝐔𝑘,1],

这里 𝐔𝑘,1 ∈ St(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘) 以及 𝐔⊤
𝑘,1𝐔

∗
𝑘 = 0, 𝒢(𝑡)(𝑖1, … , 𝑖𝑑) ∶= 𝒢∗(𝑖1, … , 𝑖𝑑) 若

(𝑖1, … , 𝑖𝑑) ≤ 𝐫, 𝒢(𝑡)(𝑖1, … , 𝑖𝑑) ∶= 1
𝑡

̄𝒢(𝑖1 − 𝑟1, … , 𝑖𝑑 − 𝑟𝑑) 若 (𝑖1, … , 𝑖𝑑) > 𝐫, 否则
𝒢(𝑡)(𝑖1, … , 𝑖𝑑) ∶= 0;以及 ̄𝒢 ∈ ℝ(𝑟1−𝑟1)×(𝑟2−𝑟2)×⋯×(𝑟𝑑−𝑟𝑑 )满足 ranktc( ̄𝒢) = 𝐫 − 𝐫. 于是,
我们有 ranktc(𝒳 (𝑡)) = 𝐫 以及 𝒳 (𝑡)收敛到 𝒳∗.

接下来, 我们构造函数 𝑓(𝒳) = 𝐮⊤𝐗∗
(𝑘0)𝐯. 由于 𝒳∗ 是秩亏的并且梯度满足

∇𝑓(𝒳) = ten(𝑘0)(𝐮𝐯⊤) ≠ 0,由命题 4.5得知 𝒳∗不是一个一阶稳定点. 更进一步,对
于 𝒳 (𝑡) ∈ ℳ𝐫 ,我们有

PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡))) = PT𝒳(𝑡)ℳ𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))

= − (ten(𝑘0)(𝐮𝐯⊤) ×𝑑
𝑘=1 (𝐔∗

𝑘)⊤
) ×𝑑

𝑘=1 𝐔
∗
𝑘

−
𝑑

∑
𝑘=1

𝒢(𝑡) ×𝑘 (P⟂
𝐔∗

𝑘
(ten(𝑘0)(𝐮𝐯⊤) ×𝑗≠𝑘 (𝐔∗

𝑗 )⊤)(𝑘)(𝒢
(𝑡)
(𝑘))

†
) ×𝑗≠𝑘 𝐔∗

𝑗

= − 𝒢(𝑡) ×𝑘0 (P⟂
𝐔∗

𝑘0
𝐮𝐯⊤𝐕∗

𝑘0
(𝒢(𝑡)

(𝑘0))
†
) ×𝑗≠𝑘0 𝐔

∗
𝑗

= 0,

这里我们用到式 (1-14)以及对所有的 𝑘 ≠ 𝑘0成立的 ten(𝑘0)(𝐮𝐯⊤) ×𝑗≠𝑘 (𝐔∗
𝑗 )⊤ = 0.

因此,这个三元组 (𝒳∗, {𝒳 (𝑡)}, 𝑓 )是一个灾难点组.

针对 Tucker 张量代数簇克服灾难点问题不在本章的讨论范围内, 我们将在
未来的工作中讨论如何克服灾难点问题.
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4.4 一个免收缩映射的近似投影梯度法

算法 12中引入了收缩映射 RHO
𝒳 保证点列的可行性 (即 Tucker秩小于等于 𝐫),

收缩映射通过对 𝑑 阶大小为 (𝑟1 + 𝑟1) × ⋯ × (𝑟𝑑 + 𝑟𝑑)的张量执行高阶奇异值分解
HOSVD.我们思考是否能利用切锥 T𝒳 ℳ≤𝐫 的几何结构,设计出合适的线搜索方
向,不需要收缩映射也能保证可行性,进而节省计算量. 在本节中,我们将通过设
计部分投影以提出ℳ≤𝐫 上一个免收缩映射的近似投影梯度法.

4.4.1 新的部分投影

我们在此回顾,在 𝒳 = 𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐔𝑘 (这里 ranktc(𝒳) = 𝐫)处切锥 T𝒳 ℳ≤𝐫 中的任

意元素 𝒱 可以用参数 (𝒞, {𝐔𝑘,1}𝑑
𝑘=1, {𝐔𝑘,2}𝑑

𝑘=1, {𝐑𝑘,2}𝑑
𝑘=1)来表达;见 (4-5),具体而

言可以被参数化为

𝒱 = 𝒱0 +
𝑑

∑
𝑘=1

𝒱𝑘 = 𝒞 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1] +

𝑑

∑
𝑘=1

𝒢 ×𝑘 (𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 .

我们根据式 (4-8)–(4-9),发现沿着这 (𝑑 + 1)个搜索方向 {𝒱𝑘}可以避免引入收缩
映射以保证可行性. 因此,我们根据 {𝒱𝑘}的表达式,设计出新的部分投影.
给定𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ,我们定义新的部分投影如下:

P0(𝒜) ∶= arg min
𝒱0

{‖𝒱0 − 𝒜‖F ∶𝒱0 = 𝒞 ×𝑑
𝑘=1 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1] ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫} , (4-21)

P𝑘(𝒜) ∶= arg min
𝒱𝑘

{‖𝒱𝑘 − 𝒜‖F ∶𝒱𝑘 = 𝒢 ×𝑘 (𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫} . (4-22)

由于 (4-21)并不具有显式解,我们考虑它的一个近似

P̃0(𝒜) ∶= 𝒜 ×𝑑
𝑘=1 P𝐒̃𝑘 , (4-23)

这个近似正好是给定满足 𝐔̃⊤
𝑘,1𝐔𝑘 = 0 的 𝐔̃𝑘,1 ∈ St(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘) 以后近似投影

P̃T𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒜),即式 (4-16)的第一项,这里 𝐒̃𝑘 ∶= [𝐔𝑘 𝐔̃𝑘,1]以及 𝑘 ∈ [𝑑]. 值得注意的
是部分投影 P̃0(𝒜)需要事先知道 {𝐔̃𝑘,1}𝑑

𝑘=1. 此外,我们通过固定式 (4-22)中的参
数 𝐔𝑘,2以及利用 [𝐔𝑘 𝐔𝑘,1 𝐔𝑘,2] ∈ 𝒪(𝑛𝑘)和 (4-14),得到 P𝑘(𝒜)具有如下的形式

P𝑘(𝒜) = 𝒢 ×𝑘 (P𝐔𝑘,2 (𝒜 ×𝑗≠𝑘 𝐔⊤
𝑗 )(𝑘)

𝐆†
(𝑘)) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 .

类似的,由于 𝐔𝑘,2事先未知,我们将投影 P𝐔𝑘,2 替换为 P⟂
𝐔𝑘
并得到如下的部分投影

P̃𝑘(𝒜) = 𝒢 ×𝑘 (P⟂
𝐔𝑘 (𝒜 ×𝑗≠𝑘 𝐔⊤

𝑗 )(𝑘)
𝐆†

(𝑘)) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗 , (4-24)

这个部分投影与命题 4.7中近似投影 (4-16)中的 ̃𝒱𝑘项是不同的,这是因为 P⟂
𝐔𝑘

≠
P⟂
𝐒̃𝑘
.
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式 (4-23)和 (4-24)中的部分投影满足 P̃𝑘(𝒜) ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫 以及 ⟨𝒜, P̃𝑘(𝒜)⟩ =
‖P̃𝑘(𝒜)‖2

F,这两个论断可通过命题 4.7类似的方式证明. 此外,我们还可以通过类
似于式 (4-8)–(4-9)中的过程证明 ranktc(𝒳 + P̃𝑘(𝒜)) ≤ 𝐫,即

𝒳 + P̃𝑘(𝒜) ∈ ℳ≤𝐫 .

然而,这个性质对两个不同的部分投影 P̃𝑗(𝒜)和 P̃𝑘(𝒜) (𝑗 ≠ 𝑘)的线性组合不再成
立,也就是说 ranktc(𝒳 + P̃𝑗(𝒜) + P̃𝑘(𝒜))可能会大于 𝐫.

4.4.2 算法以及收敛性结果

总而言之,我们提出如下的部分投影

P̂T𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒜) ∶= arg max
𝒱∈{P̃0(𝒜),…,P̃𝑑 (𝒜)}

‖𝒱‖F. (4-25)

通过利用式 (4-25)定义的部分投影,我们在算法 13中展示了免收缩映射的梯度相
关近似投影梯度法 (rfGRAP)的算法框架. rfGRAP方法的每步迭代公式如下

𝒳 (𝑡+1) = 𝒳 (𝑡) + 𝑠(𝑡)P̂T𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡))),

这里 𝑠(𝑡) 同样由 Armijo回溯线搜索 (4-19)给出. 相比于 GRAP方法 (即算法 12),
在算法 13中没有收缩映射.

算法 13免收缩映射的梯度相关近似投影梯度法 (rfGRAP)
输入: 初始点 𝒳 (0) ∈ ℳ≤𝐫 , 𝜔 ∈ (0, 1/√𝑑 + 1),线搜索参数 𝜌, 𝑎 ∈ (0, 1), 𝑠min > 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 选择随机的 𝐔̃1,1, 𝐔̃2,1, … , 𝐔̃𝑑,1 并计算 𝑔(𝑡) = P̂T𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡))),直到角
度条件 (4-18)被满足.

3: 通过 Armijo回溯线搜索 (4-19)选择步长 𝑠(𝑡).
4: 更新 𝒳 (𝑡+1) = 𝒳 (𝑡) + 𝑠(𝑡)𝑔(𝑡)以及 𝑡 = 𝑡 + 1.
5: end while
输出: 𝒳 (𝑡)

类似于算法 12, 如果 𝑔(𝑡) = P̂T𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡))) 不满足角度条件 (4-18), 我
们将使用不同的 𝐔̃𝑘,1 重复进行投影,直至角度条件被满足. 由于部分投影 (4-25)
仅利用了切锥的部分信息, 我们选择参数 𝜔 ∈ (0, 1/√𝑑 + 1). 令 (4-23)中的 𝐔̃𝑘,1
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为 (4-13)的全局极小解 𝐔∗
𝑘,1,则由 (4-23)–(4-25)可得

‖P̂T𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒜)‖2
F = max

𝑘=0,1,…,𝑑
{‖ P̃𝑘(𝒜)‖2

F} ≥ 1
𝑑 + 1

𝑑

∑
𝑘=0

‖ P̃𝑘(𝒜)‖2
F

= 1
𝑑 + 1(‖𝒜 ×𝑑

𝑘=1 P𝐒∗
𝑘

‖2
F +

𝑑

∑
𝑘=1

‖𝒢 ×𝑘 (P⟂
𝐔𝑘

(𝒜 ×𝑗≠𝑘 𝐔⊤
𝑗 )(𝑘)𝐆

†
(𝑘)) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗‖2

F)

≥ 1
𝑑 + 1(‖𝒜 ×𝑑

𝑘=1 P𝐒∗
𝑘

‖2
F +

𝑑

∑
𝑘=1

‖𝒢 ×𝑘 (P⟂
𝐒∗

𝑘
(𝒜 ×𝑗≠𝑘 𝐔⊤

𝑗 )(𝑘)𝐆
†
(𝑘)) ×𝑗≠𝑘 𝐔𝑗‖2

F)

= 1
𝑑 + 1‖ PT𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒜)‖2

F,

其中 𝐒∗
𝑘 = [𝐔𝑘 𝐔∗

𝑘,1]和 span(𝐒∗
𝑘)⟂ ⊆ span(𝐔𝑘)⟂. 我们可以得到

⟨𝒜, P̂T𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒜)⟩ = ‖P̂T𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒜)‖2
F ≥ 1

√𝑑 + 1
‖ PT𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒜)‖F‖P̂T𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒜)‖F.

因此,在算法 13的角度条件 (4-18)中,将参数 𝜔取为 𝜔 ∈ (0, 1/√𝑑 + 1)是合理的.
注意到,利用 ⟨𝒜, P̃𝑘(𝒜)⟩ = ‖P̃𝑘(𝒜)‖2

F, 𝑘 = 0, 1, … , 𝑑,我们可以得到 ‖P̂T𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒜)‖F ≤
‖ PT𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒜)‖F,这一结论与 (4-17)类似.

rfGRAP方法的全局与局部收敛性可以采用与定理 4.8和定理 4.9类似的方
式进行证明.

定理 4.11. 设 {𝒳 (𝑡)}𝑡≥0为算法 13生成的无穷序列. 假设函数 𝑓 在下界 𝑓 ∗上有界,
并满足 Łojasiewicz梯度不等式,则有

lim
𝑡→∞

‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F = 0.

在至多 ⌈𝑓(𝒳 (0))/(𝑠min𝑎 𝜔2𝜖2)⌉次迭代后,返回满足 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F < 𝜖的
点 𝒳 (𝑡) ∈ ℳ≤𝐫 . 若序列 {𝒳 (𝑡)}𝑡≥0 存在聚点 𝒳∗, 则 𝒳 (𝑡) 收敛到 𝒳∗. 进一步地, 若
ranktc(𝒳∗) = 𝐫, 则稳定性度量 ‖ PT𝒳∗ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳∗))‖F = ‖grad𝑓(𝒳∗)‖F = 0以及
存在常数 𝐶, 𝑐 > 0使得

‖𝒳 (𝑡) − 𝒳∗‖F ≤ 𝐶
{

e−𝑐𝑡, 若 𝜃 = 1
2 ,

𝑡− 𝜃
1−2𝜃 , 若 0 < 𝜃 < 1

2
成立.

4.4.3 与矩阵结果之间的联系

我们研究 rfGRAP方法在矩阵情形下与现有方法之间的联系.
具体而言, 给定矩阵 𝐀 ∈ ℝ𝑚×𝑛 以及 𝐗 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝑟 的奇异值分解 𝐗 = 𝐔Σ𝐕⊤,
则 (4-23)–(4-24)中提出的部分投影 {P̃𝑘(𝐀)}𝑑

𝑘=0在 𝑑 = 2的情况下可化简为

P̃0(𝐀) = P[𝐔 𝐔1]𝐀P[𝐕 𝐕1],
P̃1(𝐀) = P⟂

𝐔𝐀P𝐕,
P̃2(𝐀) = P𝐔𝐀P⟂

𝐕,

92



第 4章 Tucker张量代数簇上的低秩优化方法

这里 𝐔1 ∈ St(𝑟 − 𝑟, 𝑚),𝐕1 ∈ St(𝑟 − 𝑟, 𝑛) 即为式 (4-23)中的 𝐔̃1,1 和 𝐔̃2,1, 它们
由矩阵 P⟂

𝐔𝐀P⟂
𝐕 的 (𝑟 − 𝑟) 个左右奇异向量选取. 再给定 𝐔2 ∈ St(𝑚 − 𝑟, 𝑚) 满足

[𝐔 𝐔1 𝐔2] ∈ 𝒪(𝑚)以及 𝐕2 ∈ St(𝑛 − 𝑟, 𝑛)满足 [𝐕 𝐕1 𝐕2] ∈ 𝒪(𝑛). 于是,这些部分投
影可如图 4-1所示表示为

P̃0(𝐀) = [𝐔 𝐔1 𝐔2] [𝐕 𝐕1 𝐕2]
⊤

,

P̃1(𝐀) = [𝐔 𝐔1 𝐔2] [𝐕 𝐕1 𝐕2]
⊤

,

P̃2(𝐀) = [𝐔 𝐔1 𝐔2] [𝐕 𝐕1 𝐕2]
⊤

,

这与 [63, §3.4]中的“部分投影”

P̆1(𝐀) = [𝐔 𝐔1 𝐔2] [𝐕 𝐕1 𝐕2]
⊤

,

P̆2(𝐀) = [𝐔 𝐔1 𝐔2] [𝐕 𝐕1 𝐕2]
⊤

是不同的. 因此, 所提出的部分投影 P̂T𝐗ℝ𝑚×𝑛
≤𝑟
同样可以作为矩阵簇优化中的一种

新的免收缩映射搜索方向.

4.5 Tucker秩自适应算法

在实际问题当中,如何选择一个合适的秩参数 𝐫 是一个具有挑战的问题. 一
个较大的秩参数 𝐫 由于可以导出一个较大的搜索空间故而可能得到一个比较好
的解, 但与此同时也加大了计算量. 此外, 正如我们在例 4.1中所看到的, 即使由
GRAP算法生成的序列满足 ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F 收敛到 0, 若聚点是一个亏
秩点,则该聚点可能不是稳定点. 类似的挑战对于在 Tucker张量流形ℳ𝐫 上的黎

曼优化方法上同样存在;详情可参见 [117, Section 5.1]. 因此,在本节中,我们的目
标是通过利用如下包含关系

T𝒳 (𝑡)ℳ𝐫(𝑡) + N≤ℓ(𝑡)(𝒳 (𝑡)) ⊆ T𝒳 (𝑡)ℳ≤𝐫 , (4-26)

构造搜索方向,并设计一个能自适应调整迭代点 𝒳 (𝑡) = 𝒢(𝑡) ×𝑑
𝑘=1 𝐔

(𝑡)
𝑘 秩的优化算

法,这里 N≤ℓ(𝑡)(𝒳 (𝑡)) ∶= ℳ≤ℓ(𝑡) ∩ (⨂𝑑
𝑘=1 span(𝐔(𝑡)

𝑘 )⟂
) ⊆ N𝒳 (𝑡)ℳ𝐫(𝑡) 以及 ℓ(𝑡) ∈ ℕ𝑑

+
满足 ℓ(𝑡) ≤ 𝐫 − 𝐫(𝑡).

总的来说, 我们首先通过黎曼优化方法让迭代点在流形 ℳ𝐫(𝑡) 上更新, 详
见4.5.1节. 接下来,在4.5.2节与4.5.3节中,我们设计秩减与秩增机制以动态调整迭
代点𝒳 (𝑡)的秩. 我们将在4.5.4节中提出Tucker秩自适应方法 (TRAM),并在4.5.5节
中分析 TRAM的收敛性. 最后,我们在4.5.6节中讨论 TRAM的实际计算细节.

4.5.1 在固定秩流形上的线搜索方法

给定一个点 ̃𝒳 (𝑡) ∈ ℳ𝐫(𝑡) , 我们根据式 (4-5) 发现 T ̃𝒳 (𝑡)ℳ𝐫(𝑡) ⊆ T ̃𝒳 (𝑡)ℳ≤𝐫 . 因
此, 函数 𝑓 在 ̃𝒳 (𝑡) 处关于流形 ℳ𝐫(𝑡) 的负黎曼梯度提供了一个具有显式表达
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式 (1-14)的搜索方向. 算法 14展示了在流形 ℳ𝐫(𝑡) 上的黎曼梯度法 (RGD) 的框
架.

算法 14在流形ℳ𝐫(𝑡) 上的黎曼梯度法

输入: 初始点 𝒴 (0) = ̃𝒳 (𝑡) ∈ ℳ𝐫(𝑡);回溯线搜索的参数 𝜌, 𝑎 ∈ (0, 1), 𝑠min > 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 通过式 (1-14)计算 𝑔(𝑖) = −grad𝑓(𝒴 (𝑖)) = PT𝒴(𝑖)ℳ𝐫(𝑡) (−∇𝑓(𝒴 (𝑖))).
3: 通过 Armijo线搜索,即式 (4-19)选择步长 𝑠(𝑖).
4: 更新 𝒴 (𝑖+1) = PHO

𝐫(𝑡) (𝒴 (𝑖) + 𝑠(𝑖)𝑔(𝑖))以及 𝑖 = 𝑖 + 1.
5: end while
输出: 迭代点 𝒳 (𝑡) = 𝒴 (𝑖).

设 {𝒴 (𝑖)}𝑖≥0是从初始点 𝒴 (0) = ̃𝒳 (𝑡)出发由 RGD方法生成的点列. RGD方法
通过如下的更新格式来更新 𝒴 (𝑖):

𝒴 (𝑖+1) = PHO
𝐫(𝑡) (𝒴 (𝑖) − 𝑠(𝑖)grad𝑓(𝒴 (𝑖))) .

为保证收敛性,我们通过Armijo线搜索,即式 (4-19)选择步长. 算法的终止准则为:
1)探测到亏秩点,即 𝒴 的至少一个 𝑘模态展平矩阵满足 𝜎min(𝐘(𝑖)

(𝑘))/𝜎max(𝐘(𝑖)
(𝑘)) ≤ Δ;

2)稳定性条件,即黎曼梯度对某个阈值 𝜀(𝑡)
𝑅 > 0满足 ‖grad𝑓(𝒴 (𝑖))‖F ≤ 𝜀(𝑡)

𝑅 . 请注意
我们总是优先检查秩亏性,再检查稳定性条件.

4.5.2 秩减机制

给定一个算法 14返回的 𝒳 (𝑡) = 𝒢(𝑡) ×𝑑
𝑘=1 𝐔

(𝑡)
𝑘 ,若 RGD是由于探测到亏秩点而

停止,则我们将通过秩减机制,手动调整迭代点的秩. 秩减机制有利于减少参数数
量进而减小计算量. 算法 15展示了秩减机制的计算细节.

算法 15秩减机制
输入: 𝒳 (𝑡) = 𝒢(𝑡) ×𝑑

𝑘=1 𝐔
(𝑡)
𝑘 , Δ > 0, 𝜌1 ∈ (0, 1).

1: for 𝑘 = 1, 2, … , 𝑑 do
2: 计算矩阵 𝐆(𝑡)

(𝑘)的奇异值 𝜎1,𝑘 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟(𝑡)
𝑘 ,𝑘 > 0.

3: end for
4: repeat
5: 对于所有的 𝑘 = 1, … , 𝑑,找到下标 ̂𝑟𝑘 = min{𝑖 ∶ 𝜎𝑖+1,𝑘 < Δ𝜎1,𝑘}.
6: 计算 ̂𝒳 = PHO

≤ ̂𝐫 (𝒳 (𝑡)).
7: 设置 Δ = 𝜌1Δ.
8: until 𝑓( ̂𝒳) ≤ 𝑓(𝒳 (𝑡))
输出: ̃𝒳 (𝑡+1) = ̂𝒳 以及新的 Tucker秩 𝐫(𝑡+1) = ̂𝐫.
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特别地,我们生成点 𝒳 (𝑡)的一个秩 ̂𝐫 截断

̂𝑟𝑘 ∶= min{𝑖 ∶ 𝜎𝑖+1,𝑘 < Δ𝜎1,𝑘} 或者 ̂𝑟𝑘 ∶= 𝑟(𝑡)
𝑘 若 𝜎𝑟(𝑡)

𝑘 ,𝑘 ≥ Δ𝜎1,𝑘,

这里 𝜎1,𝑘 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟(𝑡)
𝑘 ,𝑘 是矩阵 𝐗(𝑡)

(𝑘) 的奇异值以及 Δ ∈ (0, 1)是一个阈值. 于是,我
们得到了一个被截断后的低秩张量 PHO

≤ ̂𝐫 (𝒳 (𝑡)). 为保证收敛性,我们自适应的通过
缩放因子 𝜌1 ∈ (0, 1)缩小 Δ到 𝜌1Δ直到 𝑓(𝒳 (𝑡)) ≥ 𝑓(PHO

≤ ̂𝐫 (𝒳 (𝑡)))成立. 此时,我们
设定

̃𝒳 (𝑡+1) = PHO
≤ ̂𝐫 (𝒳 (𝑡)) ∈ ℳ≤𝐫 于是 ranktc( ̃𝒳 (𝑡+1)) ≤ 𝐫(𝑡).

图 4-5展示了当 𝑑 = 3时,秩减机制如何将一个秩高张量截断为一个秩低的张量.

𝑟1

𝑟2

𝑟3

秩减机制 ̂𝑟1
̂𝑟2

̂𝑟3

图 4-5当 𝑑 = 3时秩减机制的示意图.
Figure 4-5 Illustration of rank-decreasing procedure for 𝑑 = 3.

4.5.3 秩增机制

给定算法 14根据初始值 ̃𝒳 (𝑡) 迭代生成的点 𝒳 (𝑡) = 𝒢(𝑡) ×𝑑
𝑘=1 𝐔

(𝑡)
𝑘 ,如果 𝒳 (𝑡) 是

一个 𝜀(𝑡)
𝑅 -稳定点并且 𝐫(𝑡) < 𝐫,为了提高精度得到一个更精确的解,我们可以考虑

增加秩参数. 正如第4.2.1节中的注记所述,给定一个矩阵 𝐗 ∈ ℝ𝑚×𝑛
𝑟 ,增加一个 “法

空间” N≤ℓ(𝐗)中的元素可以提高 𝐗的秩. 对于 Tucker张量而言,我们类似的发现
对所有的定义在式 (4-26)的𝒩 (𝑡)

≤ℓ(𝑡) ∈ N≤ℓ(𝑡)(𝒳 (𝑡))以及 0 < ℓ(𝑡) ≤ 𝐫 − 𝐫(𝑡),有

𝐫(𝑡) < ranktc(𝒳 (𝑡) + 𝒩 (𝑡)
≤ℓ(𝑡)) ≤ 𝐫

成立. 因此我们可以沿着满足 ⟨𝒩 (𝑡)
≤ℓ(𝑡) , −∇𝑓(𝒳 (𝑡))⟩ ≥ 0的𝒩 (𝑡)

≤ℓ(𝑡) 进行线搜索,以达
到增加 𝒳 (𝑡) 的秩的同时,降低函数值的目的. 特别地,对任意满足 (𝐔(𝑡)

𝑘,1)⊤𝐔(𝑡)
𝑘 = 0

的 𝐔(𝑡)
𝑘,1 ∈ St(ℓ(𝑡)

𝑘 , 𝑛𝑘),搜索方向

𝒩 (𝑡)
≤ℓ(𝑡) ∶= −∇𝑓(𝒳 (𝑡)) ×𝑑

𝑘=1 P𝐔(𝑡)
𝑘,1

∈ N≤ℓ(𝑡)(𝒳 (𝑡))

总是一个下降方向. 为保证收敛性, 我们采用 Armijo回溯线搜索即式 (4-19). 于
是,我们得到一个新的张量

̃𝒳 (𝑡+1) = 𝒳 (𝑡) + 𝑠𝒩 (𝑡)
≤ℓ(𝑡) ∈ ℳ≤𝐫 满足 ranktc( ̃𝒳 (𝑡+1)) > 𝐫(𝑡).
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从张量空间的角度来讲,秩增机制将一个张量 𝒳 (𝑡)更新到一个在更大张量空间中

的张量 ̃𝒳 (𝑡+1),即
𝑑

⨂
𝑘=1

span(𝐔(𝑡)
𝑘 ) ⟶

𝑑

⨂
𝑘=1

(span(𝐔(𝑡)
𝑘 ) + span(𝐔(𝑡)

𝑘,1)) .

当 𝑑 = 3时,图 4-6给出了秩增机制一个几何上的展示. 算法 16总结了上述秩
增机制的完整框架.

𝑟1
𝑟2

𝑟3

+
ℓ1

ℓ2

ℓ3

=
𝑟1 + ℓ1

𝑟2 + ℓ2

𝑟3 + ℓ3

图 4-6当 𝑑 = 3时秩增机制示意图
Figure 4-6 Illustration of rank-increasing procedure for 𝑑 = 3.

算法 16秩增机制
输入: 𝒳 (𝑡) = 𝒢(𝑡) ×𝑑

𝑘=1 𝐔
(𝑡)
𝑘 , ℓ(𝑡).

1: 随机选择满足 𝐔(𝑡)
𝑘,1 ∈ St(ℓ(𝑡)

𝑘 , 𝑛𝑘) 和 (𝐔(𝑡)
𝑘,1)⊤𝐔(𝑡)

𝑘 = 0 的一组基
𝐔(𝑡)

1,1,𝐔(𝑡)
2,1, … ,𝐔(𝑡)

𝑑,1.
2: 计算 ̂𝒢(𝑡) = −∇𝑓(𝒳 (𝑡)) ×𝑑

𝑘=1 (𝐔(𝑡)
𝑘,1)⊤.

3: 通过 Armijo回溯线搜索式 (4-19)选择步长 𝑠.
4: 合并核张量 ̄𝒢(𝑡) = diag(𝒢(𝑡), 𝑠 ̂𝒢(𝑡)),以及因子矩阵 𝐔̄(𝑡)

𝑘 = [𝐔
(𝑡)
𝑘 𝐔(𝑡)

𝑘,1].
输出: 增秩后的张量 ̃𝒳 (𝑡+1) = ̄𝒢(𝑡) ×𝑑

𝑘=1 𝐔̄
(𝑡)
𝑘 ,此时 Tucker秩为 𝐫(𝑡) + ℓ(𝑡).

4.5.4 Tucker秩自适应算法

我们结合上述的步骤,针对问题 (4-1)提出 Tucker秩自适应算法 (Tucker rank-
adaptive method, TRAM),算法的框架详见算法 17.
我们提出的秩自适应方法在每一步中首先以 ̃𝒳 (𝑡)作为初始点运行算法 14,并

返回结果 𝒳 (𝑡). 根据 𝒳 (𝑡)的不同性质进行相应的秩调整. 若发现 𝒳 (𝑡)是秩亏的,则
触发算法 15中的秩减机制,以避免潜在的秩退化问题. 否则,可以考虑通过秩增
机制来提升精度. 为此,我们首先检验条件

‖𝒩 (𝑡)
≤ℓ(𝑡)‖F ≥ 𝜀1‖𝒯 (𝑡)‖F 和 𝜀2‖∇𝑓(𝒳 (𝑡))‖F ≤ ‖𝒯 (𝑡)‖F, (4-27)

其中 𝒯 (𝑡) ∶= grad𝑓(𝒳 (𝑡)). 若迭代点满足该条件, 则表明此时进行秩增是有效的.
于是,我们采用算法 16实现秩增. 否则,结合 (4-5)及图 4-3,可以观察到

T𝒳 (𝑡)ℳ𝐫(𝑡) + N≤ℓ(𝑡)(𝒳 (𝑡)) ⊊ T𝒳 (𝑡)ℳ≤𝐫 .
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算法 17求解问题 (4-1)的 Tucker秩自适应算法 (TRAM)
输入: 初始值 𝒳 (0) = ̃𝒳 (0) ∈ ℳ≤𝐫 以及 ranktc(𝒳 (0)) = ranktc( ̃𝒳 (0)) = 𝐫(0); 参数

𝜀(0)
𝑅 > 0, 𝜌𝑅 ∈ (0, 1);秩减参数 Δ > 0, 𝜌1 ∈ (0, 1);秩增参数 {ℓ(𝑡)}𝑡≥0;线搜索参
数 𝜌, 𝑎 ∈ (0, 1), 𝑠min > 0.

1: while停机准则未被满足 do
2: 输入迭代点 ̃𝒳 (𝑡) 和阈值 𝜀(𝑡)

𝑅 执行算法 14 得到点 𝒳 (𝑡), 并得到黎曼梯度
𝒯 (𝑡) = grad𝑓(𝒳 (𝑡)).

3: if 算法 14停止原因为检测到秩亏 then
4: 触发秩减机制,利用算法 15将点 𝒳 (𝑡)更新为 ̃𝒳 (𝑡+1).
5: if ranktc( ̃𝒳 (𝑡+1)) = 𝐫(𝑡) then
6: 算法终止.
7: end if
8: else ▷未检测到秩亏
9: if 𝐫(𝑡) = 𝐫 then ▷当前迭代点满秩

10: 令 ̃𝒳 (𝑡+1) = 𝒳 (𝑡)和 𝜀(𝑡+1)
𝑅 = 𝜌𝑅𝜀(𝑡)

𝑅 .
11: else ▷当前迭代点不满秩,秩增可行
12: 通过算法 16的第 1–2行计算𝒩 (𝑡)

≤ℓ(𝑡) = ̂𝒢(𝑡) ×𝑑
𝑘=1 𝐔

(𝑡)
𝑘,1.

13: if ‖𝒩 (𝑡)
≤ℓ(𝑡)‖F ≥ 𝜀1‖𝒯 (𝑡)‖F and 𝜀2‖∇𝑓(𝒳 (𝑡))‖F ≤ ‖𝒯 (𝑡)‖F then

14: 应用秩增机制 (即算法 16)并得到 ̃𝒳 (𝑡+1).
15: else if 𝜀2‖∇𝑓(𝒳 (𝑡))‖F > ‖𝒯 (𝑡)‖F then
16: 通 过 算 法12的 第2–4行 更 新 ̃𝒳 (𝑡+1) = PHO

≤𝐫 (𝒳 (𝑡) +
𝑠(𝑡) P̃T𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))). ▷重启动

17: else
18: 令 ̃𝒳 (𝑡+1) = 𝒳 (𝑡)和 𝜀(𝑡+1)

𝑅 = 𝜌𝑅𝜀(𝑡)
𝑅 .

19: end if
20: end if
21: end if
22: 𝑡 = 𝑡 + 1.
23: end while
输出: 𝒳 (𝑡)
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因此,我们进一步检验如下重启判据:

𝜀2‖∇𝑓(𝒳 (𝑡))‖F ≥ ‖𝒯 (𝑡)‖F. (4-28)

若该条件成立,我们执行算法 12中第 2–4行,沿方向 P̃T𝒳(𝑡)ℳ≤𝐫(𝑡) (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))进行
线搜索,这相当于一步重启动.
注. 在实际应用中,由于搜索空间的扩大,增加秩总是能够改善近似误差 (参见 [60,
§4.9]). 然而,若在固定 (且较大)的秩参数 𝐫 下直接应用 GRAP、rfGRAP或黎曼
共轭梯度方法,则可能导致严重的过拟合问题 (参见第 4.6.2节及 [15, §4.3]). 所提
出的秩增加策略仅在搜索方向𝒩 (𝑡)

≤ℓ(𝑡) 在 (4-27)的意义下占主导时才会增加秩. 此
外,该秩增加过程具备理论保证,详见定理 4.13.

4.5.5 收敛性结果

设 {𝒳 (𝑡)}𝑡≥0 为算法 17生成的无穷序列. 注意到从算法 14–15中我们可以得
到点 𝒳 (𝑡+1)满足

𝑓(𝒳 (𝑡+1)) ≤ 𝑓( ̃𝒳 (𝑡+1)) ≤ 𝑓(𝒳 (𝑡)),

也就是说, {𝑓(𝒳 (𝑡))}𝑡≥0单调不增. 接下来,我们证明 TRAM方法的全局收敛性.

引理 4.12. 设 {𝒳 (𝑡)}𝑡≥0为算法 17生成的无穷序列. 假设函数 𝑓 在下界 𝑓 ∗上有界,
则有

lim inf
𝑡→∞

‖grad𝑓(𝒳 (𝑡))‖F = lim inf
𝑡→∞

‖ PT𝒳(𝑡)ℳ𝐫(𝑡) (∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F = 0.

证明. 设 { ̃𝒳 (𝑡)}𝑡≥0是由算法 17生成的无限序列. 首先,我们证明,存在无限个 𝑡满
足 ‖𝒯 (𝑡)‖F ≤ 𝜀(𝑡)

𝑅 ,这里我们回顾 𝒯 (𝑡) = grad𝑓(𝒳 (𝑡)). 否则,我们根据算法 14的停机
准则,对于充分大的 𝑡,算法总会产生一个秩亏点. 因此,秩减机制在每一步都会被
触发,这与一个张量的 Tucker秩有限产生矛盾. 此外,我们假设第 10和 18行的参
数更新被执行有限次. 否则, 𝜀(𝑡+1)

𝑅 = 𝜌𝑅𝜀(𝑡)
𝑅 会被执行无限次 lim𝑡→∞ 𝜀(𝑡)

𝑅 = 0,这也
就意味着 lim inf 𝑡→∞ ‖ PT𝒳(𝑡)ℳ𝐫(𝑡) (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F = 0.

于是, 存在一个满足 ‖𝒯 (𝑡𝑗 )‖F ≤ 𝜀(𝑡𝑗 )
𝑅 的子列 {𝒳 (𝑡𝑗 )}𝑗≥0. 我们的目标是证明

‖𝒯 (𝑡𝑗 )‖F收敛到 0. 由于 𝑓 是下有界的,我们有

0 ≤ lim
𝑗→∞

𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 )) − 𝑓( ̃𝒳 (𝑡𝑗+1)) ≤ lim
𝑗→∞

𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 )) − 𝑓(𝒳 (𝑡𝑗+1)) = 0.

接下来, 对于足够大的 𝑗, 我们分成秩增机制与重启机制两类情况讨论点 𝒳 (𝑡𝑗 )

的更新: 1) 如果第 14行的秩增机制被触发, 根据算法 16中的回溯线搜索以及
式 (4-27)得到

𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 )) − 𝑓( ̃𝒳 (𝑡𝑗+1)) ≥ 𝑠min𝑎 ⟨𝒩 (𝑡𝑗 )
≤ℓ(𝑡𝑗 ) , −∇𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 ))⟩

= 𝑠min𝑎 ‖𝒩 (𝑡𝑗 )
≤ℓ(𝑡𝑗 )‖2

F

≥ 𝑠min𝑎 𝜀2
1‖𝒯 (𝑡𝑗 )‖2

F;
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2) 如果第 16行的重启机制被触发, 则搜索方向 P̃T𝒳(𝑡𝑗 )ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 ))) 会被采用.
于是我们有

𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 )) − 𝑓( ̃𝒳 (𝑡𝑗+1)) ≥ 𝑠min𝑎 ‖ P̃T𝒳(𝑡𝑗 )ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 )))‖2
F ≥ 𝑠min𝑎 ‖𝒯 (𝑡𝑗 )‖2

F.

这里最后一个不等号来源于 T𝒳 (𝑡𝑗 )ℳ𝐫(𝑡𝑗 ) ⊆ T𝒳 (𝑡𝑗 )ℳ≤𝐫 .
总的来说,对于充分大的 𝑗 我们有

‖𝒯 (𝑡𝑗 )‖2
F ≤ 𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 )) − 𝑓( ̃𝒳 (𝑡𝑗+1))

𝑠min𝑎 min{𝜀2
1, 1}

于是它收敛到 0.

通过使用引理 4.12,我们可以证明如下的更强的结论.

定理 4.13. 设 {𝒳 (𝑡)}𝑡≥0为算法 17生成的无穷序列. 假设函数 𝑓 在下界 𝑓 ∗上有界,
则有

lim inf
𝑡→∞

‖ PT𝒳(𝑡) ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡)))‖F = 0.

证明. 设 { ̃𝒳 (𝑡)}𝑡≥0 是由算法 17 生成的一个无穷序列. 回顾 𝒯 (𝑡) = grad𝑓(𝒳 (𝑡))
的定义. 由引理 4.12 可知, 存在一个子序列 {𝒳 (𝑡𝑗 )}𝑗≥0, 使得 ‖𝒯 (𝑡𝑗 )‖F ≤ 𝜀(𝑡𝑗 )

𝑅 且

lim𝑗→∞ ‖𝒯 (𝑡𝑗 )‖F = 0. 进一步假设对于所有 𝑗 ≥ 0 及某个常数 𝜀0 > 0, 均有
‖∇𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 ))‖F ≥ 𝜀0,否则结论是显然成立的.
若算法 17中第 10行被执行无限次,则存在 {𝒳 (𝑡𝑗 )}𝑗≥0的一个子列 {𝒳 (𝑡𝑗𝑙 )}𝑙≥0,

使得 ranktc(𝒳 (𝑡𝑗𝑙 )) = 𝐫. 因此,

lim
𝑙→∞

‖ PT
𝒳(𝑡𝑗𝑙 )ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡𝑗𝑙 )))‖F = lim

𝑙→∞
‖𝒯 (𝑡𝑗𝑙 )‖F = 0.

否则,由于 ‖𝒯 (𝑡𝑗 )‖F 收敛至 0且 ‖∇𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 ))‖F ≥ 𝜀0,由条件 (4-28)可知,当 𝑗 足够
大时,算法 17中第 16行的重启动将被持续执行. 进一步结合第 16行中的回溯线
搜索,可得

𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 )) − 𝑓( ̃𝒳 (𝑡𝑗+1)) ≥ 𝑠min𝑎 ‖ P̃T𝒳(𝑡𝑗 )ℳ≤𝐫(−∇𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 )))‖2
F

≥ 𝑠min𝑎 𝜔2‖ PT𝒳(𝑡𝑗 )ℳ≤𝐫(−∇𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 )))‖2
F.

最终我们得到,
lim

𝑗→∞
‖ PT𝒳(𝑡𝑗 )ℳ≤𝐫 (−∇𝑓(𝒳 (𝑡𝑗 )))‖F = 0.
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初始点

(𝒳 (0), 𝐫(0))

在ℳ𝐫(𝑡) 上执行线搜索

(𝒳 (𝑡), 𝐫(𝑡))

探测到秩亏?

是否秩增?
‖𝒩 (𝑡)

≤ℓ(𝑡) ‖F ≥ 𝜀1‖𝒯 (𝑡)‖F

否

参数更新

𝜀(𝑡+1)
𝑅 = 𝜌𝑅𝜀(𝑡)

𝑅
(𝒳 (𝑡), 𝐫(𝑡)) → ( ̃𝒳 (𝑡+1), 𝐫(𝑡+1))

否

秩增

𝒳 (𝑡) + 𝑠(𝑡)𝒩 (𝑡)
≤ℓ(𝑡) = ̃𝒳 (𝑡+1)

r1

r2

r3

+

`1

`2

`3

=

r1 + `1

r2 + `2

r3 + `3

是

秩减

(𝒳 (𝑡), Δ) → ( ̃𝒳 (𝑡+1), 𝐫(𝑡+1))

是

图 4-7 TRAM方法在实际计算中的流程图.
Figure 4-7 A flowchart of the practical Tucker rank-adaptive method.

4.5.6 TRAM方法的计算细节

在实际计算当中, TRAM方法按照图 4-7的流程图执行. 对于秩增机制,我们
发现算法 17当中的重启动机制会带来较大的开销, 这是因为重启动机制会大概
率将迭代点的秩直接增加到 𝐫. 当𝒩 (𝑡)

≤ℓ(𝑡)被判定为不满足条件 (4-27)时,上述情形
就会出现. 此时,我们通过设置 𝜀(𝑡+1)

𝑅 = 𝜌𝑅𝜀(𝑡)
𝑅 来收紧停机准则,并再次运行 RGD

方法. 对于秩减机制,设 {𝒴 (𝑖)}𝑖≥0 为由 RGD生成的序列,且初始点为 𝒴 (0) = ̃𝒳 (𝑡).
在算法 14的实际代码实现中,每一个点 𝒴 (𝑖) = 𝒢(𝑖) ×𝑑

𝑘=1 𝐔
(𝑖)
𝑘 ∈ ℳ𝐫(𝑡) 都会计算比值

𝜎min(𝐘(𝑖)
(𝑘))/𝜎max(𝐘(𝑖)

(𝑘))以检测是否出现秩亏. 我们注意到

𝐘(𝑖)
(𝑘) = 𝐔(𝑖)

𝑘 𝐆(𝑖)
(𝑘)(𝐕

(𝑖)
𝑘 )⊤ = 𝐔(𝑖)

𝑘 𝐔̆(𝑖)
𝑘 Σ̆(𝐕̆(𝑖)

𝑘 )⊤(𝐕(𝑖)
𝑘 )⊤

构成了 𝐘(𝑖)
(𝑘)的一个奇异值分解,其中 𝐔̆(𝑖)

𝑘 Σ̆(𝐕̆(𝑖)
𝑘 )⊤是 𝐆(𝑖)

(𝑘)的奇异值分解. 因此,有

𝜎min(𝐘(𝑖)
(𝑘))

𝜎max(𝐘(𝑖)
(𝑘))

=
𝜎min(𝐆(𝑖)

(𝑘))

𝜎max(𝐆(𝑖)
(𝑘))

.

利用这一性质, 我们可以通过仅使用尺寸较小的核张量 𝒢(𝑖) 完成秩亏的检测, 从
而避免显式构造大规模的 𝒴 (𝑖). 此外,在算法 14中,条件 𝑓(𝒳 (𝑡)) ≥ 𝑓(PHO

≤ ̂𝐫 (𝒳 (𝑡)))将
不会被检查,因此秩确实会被降低.
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4.6 数值实验

在本节中,我们测试所提出的 GRAP(算法 12)、rfGRAP(算法 13)、TRAM(算
法 17)以及其他已有方法在张量补全问题上的性能. 具体而言, 给定一个在索引
集 Ω ⊆ [𝑛1] × [𝑛2] × ⋯ × [𝑛𝑑]上部分观测到的张量 𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 , Tucker张量
补全的目标是基于低秩 Tucker分解,从其在 Ω上的观测条目中恢复完整张量 𝒜.
相应的优化问题可以在 Tucker张量代数簇ℳ≤𝐫 上表述为

min 1
2‖ PΩ(𝒳) − PΩ(𝒜)‖2

F

s. t. 𝒳 ∈ ℳ≤𝐫 ,

其中 PΩ 表示投影算子到 Ω上,即对任意 𝒳 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 , PΩ(𝒳)(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) =
𝒳(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑)当 (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) ∈ Ω时成立,否则 PΩ(𝒳)(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) = 0. 采样率
定义为 𝑝 ∶= |Ω|/(𝑛1𝑛2 ⋯ 𝑛𝑑).

4.6.1 算法实现细节

首先,我们介绍所有的默认设置与实现细节. 总体而言,所提出方法中与张量
相关的实现基于 Tensor-Toolbox v3.41 工具包. 所有实验均在一台工作站上完成,
该工作站配备两颗 Intel(R) Xeon(R) Gold 6330处理器 (2.00GHz×28, 42M Cache),
512GB内存,操作系统为 Ubuntu 22.04.3,运行Matlab R2019b. 我们提出方法的代
码可在 https://github.com/JimmyPeng1998/TRAM网站上获取.

计算投影 给定张量 𝒯 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 以及 𝒳 = 𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐔𝑘,且 ranktc(𝒳) = 𝐫,所

提出的方法涉及到对切锥 T𝒳 ℳ≤𝐫 以及 Tucker 张量簇ℳ𝐫 的投影. 我们给出两
种投影 P̃T𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒯 )与 PHO

≤𝐫 (𝒯 )的计算细节. 在实际实现中,我们从不在 P̃T𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒯 )
和 PHO

≤𝐫 (𝒯 )中直接操作具有 𝑛1𝑛2 ⋯ 𝑛𝑑 个参数的大规模完整张量 𝒳 ,而是仅操作核
心张量及其展开矩阵.
在 (4-16)中,近似投影 P̃T𝒳 ℳ≤𝐫 (𝒯 )需要为 𝑘 ∈ [𝑑]选择满足 𝐔̃⊤

𝑘,1𝐔𝑘 = 0的矩
阵 𝐔̃𝑘,1 ∈ St(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘, 𝑛𝑘). 我们生成一个随机矩阵 𝐌𝑘,1 ∈ ℝ𝑛𝑘×(𝑟𝑘−𝑟𝑘),其元素服从
正态分布 𝑁(0, 1) 的独立同分布采样, 并将 𝐔̃𝑘,1 选为矩阵 [𝐔𝑘 𝐌𝑘,1] ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑟𝑘 的

Q因子的最后 (𝑟𝑘 − 𝑟𝑘)列. 随后, 可以通过算法 11计算到 T𝒳 ℳ≤𝐫 的近似投影.
该选择 𝐔̃𝑘,1 的方式同样被用于算法 16中 {𝐔𝑘,1}𝑑

𝑘=1 的选取. 由于角度条件在计
算上难以处理,我们在实际中不对角度条件进行验证. 此外,切空间上的正交投影
由 GeomCG 工具箱2 计算. 需要注意的是, 当 GRAP 方法中 ranktc(𝒳 (𝑡)) = 𝐫 时,
为了公平比较,切锥上的投影同样由 GeomCG工具箱计算,这是因为 T𝒳 (𝑡)ℳ≤𝐫 =
T𝒳 (𝑡)ℳ𝐫 .

1Tensor-Toolbox v3.4: http://www.tensortoolbox.org/
2GeomCG toolbox: https://www.epfl.ch/labs/anchp/index-html/software/geomcg/.
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对于 (1-12)中的投影 PHO
≤𝐫 (𝒯 ),结合算法 12,我们设 𝒯 具有形式 𝒯 = 𝒳 + 𝒱 ,

其中 𝒱 ∈ T𝒳 ℳ≤𝐫 . 由 (4-5)可知,

𝒯 = 𝒳 + 𝒱 ∈
𝑑

⨂
𝑘=1

(span(𝐔𝑘) + span(𝐔𝑘,1) + span(𝐔𝑘,2𝐑𝑘,2)) ⊆ ℳ≤(𝐫+𝐫).

因此,张量 𝒯 可以表示为 Tucker分解 𝒯 = ̃𝒢 ×𝑑
𝑘=1 𝐔̃𝑘 ∈ ℳ ̃𝐫 ,其中 ̃𝐫 ≤ 𝐫 + 𝐫. 我

们不直接对完整张量 𝒯 ∈ ℝ𝑛1×⋯×𝑛𝑑 执行 HOSVD,而是利用其低秩结构,仅对 𝒯
的核张量 ̃𝒢 ∈ ℝ ̃𝑟1×⋯× ̃𝑟𝑑 执行 HOSVD, 其规模要小得多. 具体而言, 设 ̃𝒢 的秩-𝐫
HOSVD为 ( ̃𝒢 ×𝑑

𝑘=1 𝐔̂
⊤
𝑘 ) ×𝑑

𝑘=1 𝐔̂𝑘,其中 𝐔̂𝑘 ∈ St(𝑟𝑘, ̃𝑟𝑘)为 𝐆̃(𝑘) 的前 𝑟𝑘 个奇异向量.
于是有

PHO
≤𝐫 (𝒯 ) = (( ̃𝒢 ×𝑑

𝑘=1 𝐔̂
⊤
𝑘 ) ×𝑑

𝑘=1 𝐔̂𝑘) ×𝑑
𝑘=1 𝐔̃𝑘 = ( ̃𝒢 ×𝑑

𝑘=1 𝐔̂
⊤
𝑘 ) ×𝑑

𝑘=1 (𝐔̃𝑘𝐔̂𝑘).

注意到 𝐔̃𝑘𝐔̂𝑘 ∈ St(𝑟𝑘, 𝑛𝑘),因为 (𝐔̃𝑘𝐔̂𝑘)⊤(𝐔̃𝑘𝐔̂𝑘) = 𝐈𝑟𝑘 . 该技巧同样被用于秩减机
制以及在ℳ𝐫 上的黎曼梯度法 (算法 14)中的收缩映射.

在切锥上的精确线搜索 类似于在固定秩 Tucker张量流形上的优化 [15],给定一
点 𝒳 (𝑡)及下降方向 𝒱 (𝑡) ∈ T𝒳 (𝑡)ℳ≤𝐫 ,优化问题

𝑠(𝑡)
0 = arg min

𝑠≥0
‖ PΩ(𝒳 (𝑡) + 𝑠𝒱 (𝑡)) − PΩ𝒜‖2

F

的解具有显式表达

𝑠(𝑡)
0 = ⟨PΩ𝒱 (𝑡), PΩ(𝒜 − 𝒳 (𝑡))⟩

⟨PΩ𝒱 (𝑡), PΩ𝒱 (𝑡)⟩
≥ 0.

PΩ𝒱 (𝑡) 的计算通过 MEX函数实现. 我们将 𝑠(𝑡)
0 作为 (4-19)中 Armijo回溯线搜索

的初始步长.

对比的已有方法 对于基于 Tucker 分解的方法, 我们将所提出的方法与固定秩
流形上的黎曼共轭梯度法 (GeomCG) [15] 以及在预条件度量下的商流形黎曼共
轭梯度法 (Tucker-RCG) [96]进行比较3.
此外, 我们还将所提出的方法与基于其他张量分解的方法进行比较. 对于

CP分解,我们选择 Guan等人 [156]提出的基于图的交替最小化方法4,记为 CP-
AltMin. 对于张量链分解补全问题,我们考虑文献 [60]中的黎曼共轭梯度法 (TT-
RCG)5. 对于张量环分解下的张量补全, 我们采用在预条件度量下的黎曼梯度下
降方法 (TR-RGD) [17]6.

3代码可见 https://bamdevmishra.in/codes/tensorcompletion/.
4代码可见: https://gitlab.com/ricky7guanyu/tensor-completion-with-regularization-term.
5TTeMPS工具箱: https://www.epfl.ch/labs/anchp/index-html/software/ttemps/.
6LRTCTR工具箱: https://github.com/JimmyPeng1998/LRTCTR
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停机准则 所有方法的性能均通过训练误差与测试误差进行评估:

𝜀Ω(𝒳) ∶= ‖ PΩ(𝒳) − PΩ(𝒜)‖F
‖ PΩ(𝒜)‖F

和 𝜀Γ(𝒳) ∶= ‖ PΓ(𝒳) − PΓ(𝒜)‖F
‖ PΓ(𝒜)‖F

,

其中 Γ为与训练集 Ω不同的测试集. 当满足以下任一条件时,算法终止: 1)训练
误差 𝜀Ω(𝒳 (𝑡)) < 10−12; 2)训练误差的相对变化 (𝜀Ω(𝒳 (𝑡)) − 𝜀Ω(𝒳 (𝑡−1)))/𝜀Ω(𝒳 (𝑡−1)) <
10−8; 3)达到最大迭代次数; 4)超出时间预算.

所提出方法参数的默认设置 所提出方法的默认参数设置如下: 在 TRAM中,取
𝜌𝑅 = 0.5、𝜀(0)

𝑅 = 0.1,秩减参数 Δ = 0.01与 𝜌1 = 0.5,以及秩增参数 ℓ = (1, 1, … , 1)
与 𝜀1 = 0.01. 回溯线搜索参数设置为 𝜌 = 0.5、𝑎 = 10−4 和 𝑠min = 10−10. 此外,
TRAM方法中固定秩线搜索的最大迭代次数为 5.

4.6.2 在人工数据集上的实验

我们在合成数据上测试基于 Tucker 的方法的恢复性能. 给定真实秩 𝐫∗ =
(𝑟∗

1, 𝑟∗
2, … , 𝑟∗

𝑑),我们考虑如下方式生成的低秩张量𝒜:

𝒜 = 𝒢∗ ×𝑑
𝑘=1 𝐔

∗
𝑘,

其中, 𝒢∗ ∈ ℝ𝑟∗
1×𝑟∗

2×⋯×𝑟∗
𝑑 和 𝐔∗

𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑟∗
𝑘 的元素均独立采样自正态分布 𝑁(0, 1). 随

后,我们通过 QR分解正交化 𝐔∗
𝑘. 我们设 𝑑 = 3, 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 400,测试集大小

为 |Γ| = 𝑝𝑛1𝑛2𝑛3,并取 𝑟∗
1 = 𝑟∗

2 = 𝑟∗
3 = 6. 初始点 𝒳 (0)以相同方式生成,但其秩为给

定的 𝐫(0). 当训练误差 𝜀Ω(𝒳 (𝑡)) ≤ 10−12或运行时间超过 200s时,算法终止.

真实秩条件下的测试 首先,我们考察在真实秩条件下 (即 𝐫 = 𝐫∗ = (6, 6, 6))各类
基于 Tucker分解方法的性能. 为保证公平比较,我们将所提出的方法与 GeomCG
以及 Tucker-RCG 进行对比, 并统一采用初始点 𝒳 (0) ∈ ℳ𝐫 . 图 4-8 给出了在采
样率 𝑝 = 0.01, 0.05下, 各种基于 Tucker分解方法的测试误差. 首先可以观察到,
GRAP与 TRAM方法在性能上与 GeomCG和 Tucker-RCG相当. 其次, rfGRAP方
法所需的迭代次数多于其他方法,这是因为其仅利用了切锥的部分信息以避免收
缩映射.

在低秩初始点下的测试 不同于运行在ℳ𝐫 上的黎曼方法,所提出的方法可以接
受任意初始点 𝒳 (0) ∈ ℳ≤𝐫 . 因此,我们在不同初始秩 𝐫(0) = (𝑟(0), 𝑟(0), 𝑟(0))下比较
所提出的方法,其中 𝑟(0) = 1或 5. 采样率取 𝑝 = 0.05. 需要注意的是, GeomCG和
Tucker-RCG仍然在ℳ𝐫(0) 上运行. 测试误差如图 4-9所示. 由图 4-9可见,所提出
的 GRAP和 rfGRAP方法相较于 TRAM具有更好的性能. 这是因为 TRAM方法
需要通过秩增机制来寻找真实秩 𝐫∗. 此外,所提出的 TRAM方法能够成功识别真
实秩 𝐫∗. 然而,由于 𝐫(0) < 𝐫∗, GeomCG与 Tucker-RCG只能获得对数据张量𝒜的
较差低秩近似. 因此,秩增过程确实使我们能够在更大的搜索空间中进行优化,从
而获得更高的精度.
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图 4-8在采样率 𝑝 = 0.01, 0.05下,各种方法的恢复性能.
Figure 4-8 The recovery performance under sampling rate 𝑝 = 0.01, 0.05.
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图 4-9在不同初始秩 𝐫(0) = (1, 1, 1)和 𝐫(0) = (5, 5, 5)下的测试误差.
Figure 4-9 Test error under different initial ranks 𝐫(0) = (1, 1, 1) and 𝐫(0) = (5, 5, 5).

104



第 4章 Tucker张量代数簇上的低秩优化方法

在秩参数被高估条件下的测试 我们在一组被高估的秩参数 𝐫 = (𝑟, 𝑟, 𝑟)下测试
基于 Tucker 分解方法的性能, 其中 𝑟 = 7, 8, 9, 10, 11, 12 > 𝑟∗ = 6. 采样率设置
为 𝑝 = 0.01. 为保证与 GeomCG 和 Tucker-RCG(Q) 的公平比较, 初始点 𝒳 (0) 从

ℳ𝐫 中生成. 数值结果如图 4-10和图 4-11所示. 首先,从图 4-10可以观察到,当
秩参数被高估时,所提出的 TRAM方法仍然能够收敛,而其他方法由于秩参数设
置过大而无法成功恢复数据张量. 其次,图 4-10 (右)表明,在所有秩参数选择下,
TRAM都能够成功恢复数据张量 𝒜的真实 Tucker秩. 因此, TRAM的整体表现
优于其他方法. 此外,图 4-11给出了在 𝐫 = (8, 8, 8)情形下, TRAM方法中展平矩
阵 𝐗(𝑡)

(1)、𝐗(𝑡)
(2) 和 𝐗(𝑡)

(3) 的奇异值随迭代点的变化. 可以看到,所提出的 TRAM方法
确实能够识别前六个主奇异值与其后两个奇异值之间的显著差异,并触发秩减机
制,将秩参数降低至真实秩 𝐫∗.
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图 4-10在合成数据集上秩参数被高估条件下,基于 Tucker分解方法的数值结果. 左: 测试误
差. 右: TRAM每步迭代点的秩.

Figure 4-10 Numerical results on synthetic dataset under over-estimated rank parameter of
Tucker-based methods. Left: test error. Right: rank update of TRAM.
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图 4-11在秩参数 𝐫 = (8, 8, 8)下, TRAM方法中展平矩阵 𝐗(𝑡)
(1)、𝐗(𝑡)

(2) 和 𝐗(𝑡)
(3) 的奇异值随迭代

点的变化.
Figure 4-11 The history of singular values of unfolding matrices 𝐗(𝑡)

(1), 𝐗
(𝑡)
(2), and 𝐗(𝑡)

(3) for 𝐫 =
(8, 8, 8) in TRAM.

此外,为了验证秩增机制的作用,我们在初始秩 𝐫(0) = (1, 1, 1)以及一组被高
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估的秩参数 𝐫 = (𝑟, 𝑟, 𝑟)(其中 𝑟 = 7, 8, 9, 10, 11, 12 > 𝑟∗ = 6)下,对所提出的方法进
行比较. 图 4-12给出了测试误差以及 TRAM方法中秩更新的历史. 可以观察到,
由于引入了秩增机制,只有 TRAM方法能够成功识别并恢复真实秩.
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图 4-12 在合成数据集上、秩参数被高估且初始秩被低估为 𝐫(0) = (1, 1, 1) 的情况下, 基于
Tucker分解方法的数值结果. 左: 测试误差. 右: TRAM迭代点的秩更新过程.

Figure 4-12 Numerical results on synthetic dataset under over-estimated rank parameters and
under-estimated initial rank 𝐫(0) = (1, 1, 1). Left: test error. Right: rank update of
TRAM.

总的来说, 如果真实秩未知, 秩增和秩减机制对于找到合适的秩参数都是至
关重要的.

4.6.3 在高光谱图像上的数值实验

在本实验中, 我们考虑高光谱图像的张量补全问题, 并测试所提出的方法与
其他方法的恢复性能. 高光谱图像可以表示为一个三阶张量 𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×𝑛3 . 其
中, 第三个模态对应于光的 𝑛3 个波长维度, 而第一个模态和第二个模态分别表
示在不同波长下的空间反射率分布. 我们选取了两幅高光谱图像: “Ribeira Hotel
Image”,简称为 “Ribeira”7,其尺寸为 249×329×33; “220BandAVIRISHyperspectral
Image”,简称为 “AVIRIS”8,其尺寸为 145 × 145 × 220. 图 4-13展示了这两幅高光
谱图像的第 24帧的灰度图.
为了评估图像补全的恢复性能,我们采用峰值信噪比来衡量两幅图像之间的

相似性,其定义为

PSNR ∶= 10 log10 (
max(𝒜)2

MSE ) = 10 log10 (
𝑛1𝑛2𝑛3

max(𝒜)2

‖𝒳 − 𝒜‖2
F )

,

其中, max(𝒜)表示张量 𝒜中的最大像素值, MSE为均方误差,其定义为MSE ∶=
7图片来源: 链接 https://figshare.manchester.ac.uk/articles/dataset/Fifty_hyperspectral_reflectance_images_of_

outdoor_scenes/14877285中的 hsi_32.mat文件.
8图片来源: https://purr.purdue.edu/publications/1947/1
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图 4-13两幅高光谱图像的第 24帧的灰度图. 左图: “Ribeira”. 右图: “AVIRIS”.
Figure 4-13 The twenty-fourth frame of two images. Left: “Ribeira”. Right: “AVIRIS”.

‖𝒳 − 𝒜‖2
F/(𝑛1𝑛2𝑛3). 此外,我们还展示相对误差

relerr(𝒳) ∶= ‖𝒳 − 𝒜‖F
‖𝒜‖F

.

采样率取为 𝑝 = 0.1. 我们在秩参数 𝐫 = (𝑟, 𝑟, 𝑟)(其中 𝑟 = 5, 10, 15, … , 30)下测试基
于 Tucker的方法. 为保证公平比较, 当算法达到最大迭代次数 250时即终止, 该
设置与文献 [96, §5]是一致的.
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图 4-14在不同秩参数 𝐫 = (𝑟, 𝑟, 𝑟)下, TRAM在 “Ribeira”与 “AVIRIS”图像上得到的最终迭
代点的秩.

Figure 4-14 The last rank obtained from TRAM for “Ribeira” and “AVIRIS” images under
different parameters 𝐫 = (𝑟, 𝑟, 𝑟).

图 4-14 与表 4-1 展示了基于 Tucker 分解方法的恢复结果. 由图 4-14 可以
观察到, TRAM 能够检测到沿第三模态的低秩结构, 即图像张量 𝒜 在不同波长
取值之间存在相似性. 值得注意的是,在 “Ribeira”图像中,当 𝐫 = (15, 15, 15)时,
TRAM得到的最终秩为 (15, 15, 6),这与 [15, §4.3.1]中的秩参数选择是一致的. 此
外,表 4-1给出了定量的恢复指标结果. 所提出的 GRAP与 rfGRAP方法在性能
上与 GeomCG和 Tucker-RCG相当. 具体而言,在大多数秩参数设置下, TRAM方
法取得了最高的 PSNR以及最低的相对误差.
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表 4-1在 “Ribeira”和 “AVIRIS”图像上的相对误差与峰值信噪比.
Table 4-1 Relative error and PSNR on “Ribeira” and “AVIRIS” image.

Tucker秩 𝐫
指标

GRAP rfGRAP TRAM GeomCG Tucker-RCG

(𝑟1, 𝑟2, 𝑟3) “Ribeira”

(5, 5, 5) PSNR 24.9351 24.9325 24.9351 24.9351 24.9350
relerr 0.2984 0.2985 0.2984 0.2984 0.2984

(10, 10, 10)
PSNR 26.8481 26.8482 26.8648 26.8483 26.8482
relerr 0.2394 0.2394 0.2389 0.2394 0.2394

(15, 15, 15) PSNR 28.3451 28.3450 28.4127 28.3451 28.3451
relerr 0.2015 0.2015 0.1999 0.2015 0.2015

(20, 20, 20) PSNR 29.3908 29.3934 29.5197 29.3917 29.3924
relerr 0.1786 0.1786 0.1760 0.1786 0.1786

(25, 25, 25) PSNR 30.2324 30.1852 30.3897 30.2315 30.2332
relerr 0.1621 0.1630 0.1592 0.1622 0.1621

(30, 30, 30) PSNR 30.7088 30.7182 30.9921 30.7579 30.7566
relerr 0.1535 0.1533 0.1486 0.1526 0.1527

“AVIRIS”

(5, 5, 5) PSNR 31.7181 31.7181 31.6955 31.7181 31.7181
relerr 0.0835 0.0835 0.0837 0.0835 0.0835

(10, 10, 10)
PSNR 33.7393 33.7393 33.7517 33.7393 33.7394
relerr 0.0661 0.0661 0.0660 0.0661 0.0661

(15, 15, 15) PSNR 35.1308 35.1157 35.1427 35.1144 35.1251
relerr 0.0564 0.0564 0.0563 0.0565 0.0564

(20, 20, 20) PSNR 36.1776 36.1777 36.5438 36.1781 36.1780
relerr 0.0500 0.0500 0.0479 0.0500 0.0500

(25, 25, 25) PSNR 36.6010 36.6430 37.5433 36.6142 36.6002
relerr 0.0476 0.0473 0.0427 0.0475 0.0476

(30, 30, 30) PSNR 36.3106 36.4263 37.4879 36.1278 36.1505
relerr 0.0492 0.0485 0.0430 0.0502 0.0501
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4.6.4 在 “MovieLens 1M”数据集上的实验

我们进一步考虑在真实数据集 “MovieLens 1M”9上进行张量补全测试. 该数
据集包含从 1997年 9月 19日至 1998年 4月 22日期间, 6040名用户对 3952部
电影给出的 1000209条评分. 以一周为一个时间段,这些评分可以构成一个大小
为 6040 × 3952 × 150的三阶张量 𝒜. 我们随机选取 80%的已知评分作为训练集
Ω,其余 20%作为测试集 Γ. 秩参数设置为 𝐫 = (𝑟, 𝑟, 𝑟),其中 𝑟 = 1, 2, … , 15. 此外,
我们不仅将所提出的方法与其他基于 Tucker 的方法进行比较, 还与 CP-AltMin、
TT-RCG以及 TR-RGD等方法进行对比. 为保证不同张量分解格式下参数数量具
有可比性,我们选取 CP秩为 9,张量链分解秩为 (1, 4, 4, 1),以及张量环补全中的
秩为 (3, 3, 3). 所提出方法的初始点𝒳 (0)按照第 4.6.2节中的 Tucker分解方式生成;
随后, 其他方法的初始点分别通过 CP-ALS [38, Fig. 3.3]、TT-SVD [41, Theorem
2.1]以及 TR-SVD [42, Algorithm 1]从 𝒳 (0) 转换得到. 需要注意的是,不同张量格
式下的初始点具有相近数量的参数. 当运行时间超过 3000s时,算法终止.
图 4-15给出了 “MovieLens 1M”数据集上的数值结果. 可以观察到: 1)在不

同秩参数 𝐫下,所提出的方法在测试误差方面优于 GeomCG与 Tucker-RCG; 2)随
着 𝐫 的增大, TRAM方法的测试误差对秩参数不敏感,而其他方法的测试误差开
始上升; 3)图 4-15(右)给出了 TRAM得到的最终秩结果,表明 TRAM能够自适应
地找到合适的秩参数 𝐫(𝑡),并揭示 “MovieLens 1M”数据张量 𝒜在模态 2(电影类
别)上的低秩结构.
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图 4-15在不同秩参数 𝐫 = (𝑟, 𝑟, 𝑟)下的测试误差以及 TRAM得到的最终秩参数. 左: 测试误
差. 右: TRAM的最终秩参数.

Figure 4-15Test error and the last rank obtained fromTRAMunder different rank parameters
𝐫 = (𝑟, 𝑟, 𝑟). Left: test error. Right: last rank of TRAM.

此外,我们在秩参数 𝐫 = (9, 9, 9)下,将基于 Tucker的方法与其他方法进行比
较. 由图 4-16(左)可以看到,所提出的方法与其他方法相比具有更优或可比的性
能, 其中 TRAM方法表现最佳. 图 4-16(右)表明, 在 𝐫 = (9, 9, 9)的设置下, 参数
𝐫(𝑡) 被降低至 (9, 4, 9). 这一结果意味着 TRAM在 “MovieLens 1M”数据中成功识

9数据集可见 https://grouplens.org/datasets/movielens/1m/.
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别出了四个不同的电影类别.
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图 4-16 在秩参数 𝐫 = (9, 9, 9) 下, “MovieLens 1M” 数据集的数值结果. 左: 测试误差. 右:
TRAM迭代过程中秩的更新.

Figure 4-16 Numerical results on “MovieLens 1M” dataset under rank parameter 𝐫 = (9, 9, 9).
Left: test error. Right: rank update in iterations.

注. 在第3.5.2节中, 我们同样在电影评分数据集 “MovieLens 1M” 上测试了基于
不同张量分解的张量补全算法. 因此在本节中, 我们选用第3章中的 TR-RGD 方
法 (算法8) 作为 TR 类张量补全方法的代表进行数值比较. 我们发现 TRAM 方
法相较于 TR-RGD方法能达到更低的测试误差, 这是因为 TRAM方法中迭代点
的秩会被动态调整以选用合适的秩参数,而 TR-RGD方法不具有类似的机制. 但
TR-RGD方法作为预条件方法,相较于其他类型的方法能更快地达到更低的测试
误差,这也说明了 TR-RGD方法的有效性. 总的来说,我们认为,在张量补全问题
中,如果我们事先预知合适的秩参数,我们推荐 TR-RGD方法以避免 TRAM方法
中的秩寻找过程,如果秩参数未知,我们建议选择 TRAM方法并设置一个较大的
秩参数, 通过 TRAM 方法中自带的秩自适应机制寻找合适的秩参数以达到更好
的效果.

4.7 本章小结

在本章中,我们对 Tucker张量代数簇的几何结构进行了深入研究,并提出了
用于 Tucker张量代数簇优化的新几何方法与秩自适应方法. 我们给出了 Tucker
张量代数簇每一点切锥的显式表达. 我们观察到, Tucker张量代数簇的几何结构
与矩阵代数簇密切相关,但其远比矩阵代数簇复杂. 所有结果都可以通过几何示
意图优雅地归纳到已知的矩阵代数簇结果上. 此外, Tucker张量代数簇优化的一
个核心在于度量投影. 基于建立的几何结构,我们提出了近似投影方法,以规避度
量投影的显式计算. 令人惊讶的是,我们发现仅利用切锥的部分信息即可获得无
需收缩映射的搜索方向. 张量补全的数值实验表明,所提出的方法在不同秩参数
选择下均优于现有最先进方法.
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第 5章 归一化的张量链分解: 几何与应用

5.1 引言

给定一个张量 𝒜 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 , 𝒜的归一化的张量链分解 (normalized ten-
sor train decomposition, NTT) 旨在用一个具有单位 Frobenius 范数的低秩张量J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K来近似𝒜,即

𝒜(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) ≈ 𝐔1(𝑖1)𝐔2(𝑖2) ⋯𝐔𝑑(𝑖𝑑) 满足 ‖J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K‖F = 1

其中 𝑖𝑘 = 1, 2, … , 𝑛𝑘 和 𝑘 = 1, 2, … , 𝑑, 这里 𝒰𝑘 ∈ ℂ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 是第 𝑘 个核张量,
𝐔𝑘(𝑖𝑘) = 𝒰𝑘(∶, 𝑖𝑘, ∶), 并且 𝑟0, 𝑟1, … , 𝑟𝑑 是满足 𝑟0 = 𝑟𝑑 = 1 的正整数. 我们将J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K称为一个 NTT张量. 图 5-1描述了一个张量的 NTT分解. 需要
注意的是, NTT分解同样可以定义在 ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 中的张量上.

𝒜

𝒜(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑)

≈

≈

𝒰1

𝐔1(𝑖1)

𝒰2

𝐔2(𝑖2)

⋯
𝒰𝑑−1

𝐔𝑑−1(𝑖𝑑−1)

𝒰𝑑

𝐔𝑑(𝑖𝑑)

∑𝑖1 ,𝑖2 ,…,𝑖𝑑 |𝐔1(𝑖1)𝐔2(𝑖2) ⋯𝐔𝑑(𝑖𝑑)|2 = 1

图 5-1一个张量的归一化张量链分解
Figure 5-1 Normalized tensor train decomposition of a tensor.

5.1.1 NTT分解的应用

我们展示 NTT分解的应用,第一类是在科学计算中的应用.

低秩张量恢复 给定一个在索引集 Ω ⊂ [𝑛1] × [𝑛2] × ⋯ × [𝑛𝑑]上部分观测到的、
具有单位范数的 NTT张量𝒜 ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ,我们的目标是利用𝒜的低秩结构来
恢复完整张量. 该问题出现在诸多应用中,例如统计学、机器学习以及高维函数
的压缩；参见例如 [137, 157]. 具体而言,低秩张量恢复可以通过求解如下定义在
NTT张量集合上的优化问题来实现:

min 𝑓(𝒳) = 1
2‖ PΩ(𝒳) − PΩ(𝒜)‖2

F

s. t. 𝒳 是一个 NTT张量;

详见第5.3.1节.
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具有张量积结构的特征值问题 对于一个对称矩阵 𝐀 ∈ ℝ(𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑑 )×(𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑑 ), 计
算其最小 (最大)特征值 𝜆min(𝜆max)及对应的特征向量 𝐱 ∈ ℝ𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑑 是数值线性代

数与计算物理中的核心问题之一 [158]. 其中,空间 ℝ𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑑 例如可以来源于在张

量积空间 ℝ𝑛1 ⊗ ℝ𝑛2 ⊗ ⋯ ⊗ ℝ𝑛𝑑 上对高维偏微分方程的离散化. 然而,直接求解该
问题将遭遇维数灾难. 类似的困难也出现在量子多体物理中,其中量子系统的哈
密顿量由一个 Hermitian矩阵 𝐀 ∈ ℂ(𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑑 )×(𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑑 )描述. 寻找哈密顿量的基态
及其能量同样可以建模为一个特征值问题. 此外,低秩MPS能够忠实地表示局部
哈密顿量的基态 [159],这催生了重要的数值算法,例如用于求解局部哈密顿量的
密度矩阵重整化群 (density matrix renormalization group, DMRG)方法 [160, 161].
基于这一观察,我们的目标是在利用 NTT形式寻找该特征值问题的低秩解,即

min
𝒳

(max
𝒳

) vec(𝒳)⊤𝐀vec(𝒳)

s. t. 𝒳 是一个 NTT张量;

详见第 5.3.2节.
第二类应用来源于量子信息理论, 其中 NTT分解使得从数值上对两个基本

概念的研究变得高效: 量子资源的量化以及信道容量的可加性.

稳定子秩的近似 我们考虑量子信息中的非稳定子性 (non-stabilizerness),亦称为
魔性 (magic) [162], 这是体现量子计算机优势的一个关键要素. 刻画纯态非稳定
子性的一个核心度量是稳定子秩 (stabilizer rank) [163],它的定义是使目标态能够
表示为 𝑅个稳定子态的凸组合所需的最小整数 𝑅. 在操作层面上,它对应于量子
线路的经典模拟代价. 然而,计算一个给定 𝑛-比特量子态的稳定子秩是不可行的,
因为稳定子态的数量以 2Θ(𝑛2) 的速度超指数增长. 因此,任何穷举类方法 (例如遍
历所有可能的稳定子态组合以寻找分解)在计算上都是不可行的,即便对于较小
的系统也是如此. 基于此,我们引入纯态 |𝜓⟩的 (𝜖, 𝛿)-近似稳定子秩的概念,并提
出通过在多个固定秩 NTT张量集合的笛卡尔积上求解如下优化问题估计该近似
秩:

min
{𝑐𝑗}𝑗 ,{|𝜙𝑗⟩}𝑗

1
2‖

𝑅

∑
𝑗=1

𝑐𝑗|𝜙𝑗⟩ − |𝜓⟩‖
2

F
+

𝑅

∑
𝑗=1

𝑀2(|𝜙𝑗⟩)

s. t. 𝑐1, … , 𝑐𝑅 ∈ ℂ, 每一个 |𝜙𝑗⟩是 NTT张量;
详见第 5.4.1节.

最小输出Rényi 𝑝-熵 我们利用NTT分解研究量子信道 (完全正且保迹的线性映
射)的最小输出 Rényi 𝑝-熵的可加性. 当 𝑝趋于 1时,该量的非可加性已由Hastings
在高维情形下证明 [164],这一结果解决了量子信息理论中的一个重大公开问题:
量子信道经典容量的非可加性. 然而,构造显式反例仍然极具挑战,目前仅有少数
例子被发现 [165–168]. 检验超可加性的主要瓶颈在于,需要计算信道 𝑛次张量积
的最小输出熵,而该优化是在输入量子态空间上进行的,其维数随 𝑛指数级增长.

112



第 5章 归一化的张量链分解: 几何与应用

通过将高维输入态表示为 NTT形式, 我们将最小输出熵的计算转化为一个在固
定秩 NTT张量集合上的可处理优化问题:

min
|𝜓⟩

1
1 − 𝑝 log tr(𝑁⊗𝑛

𝐴→𝐵(|𝜓⟩⟨𝜓|𝐴𝑛)𝑝)

s. t. |𝜓⟩是一个 NTT张量;

详见第 5.4.2节.
由于张量结构本身的复杂性,归一化张量链分解的性质与几何结构无法直接

从已有结果中推广得到. 首先,额外的单位范数约束从根本上改变了低秩逼近问
题的性质. 对于标准的张量链分解,可以通过顺序奇异值分解计算得到一种拟优
的低秩逼近. 然而,在引入单位范数约束之后,如何在 NTT形式下构造拟优逼近
是未知的. 其次,众所周知,固定秩的 TT张量构成的集合是一个光滑流形. 然而,
这一性质在 NTT形式下是否仍然成立,目前尚不清楚. 第三,将一个张量投影到
固定秩的 NTT张量集合上, 需要额外的步骤以同时满足单位范数约束和低秩约
束,这不可避免地增加了计算成本,从而我们需要针对 NTT张量设计高效的基本
运算方式.

5.1.2 本章主要内容

在本章中,我们提出了归一化张量链分解,并系统研究了 NTT形式下张量的
性质与几何结构. 首先,我们证明了对于具有单位 Frobenius范数的张量, NTT分
解是存在的,且与标准的 TT分解等价. 对于不具有单位范数的张量 𝒜,我们通过
TT-SVD以及向单位球的投影,构造了一个秩为 𝐫 的近似算子 PNTTSVD

𝐫 ,并证明其
满足如下拟优性:

‖ PNTTSVD
𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F ≤ (2√𝑑 − 1 + 1)‖ P𝒩𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F,

其中 P𝒩𝐫 (𝒜)表示𝒜在 NTT形式下的最佳秩-𝐫 逼近.
随后,我们考虑集合

𝒩𝐫 = {𝒳 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ rankTT(𝒳) = 𝐫 和 ‖𝒳‖F = 1},

即秩为 𝐫的 NTT张量集合. 该集合可以看作是固定秩 TT张量流形与单位球面的
交集. 由于两个光滑流形是横截相交的,我们由此推导出 𝒩𝐫 本身也是一个光滑

流形. 在此基础上,我们建立了𝒩𝐫 上的黎曼几何结构,从而为在𝒩𝐫 上提出几何

优化方法打下基础. 𝒩𝐫的低秩结构不仅显著降低了存储与计算成本,同时也保留
了张量的内在单位范数结构. 张量链分解与归一化张量链分解之间的差异总结于
表 5-1中.
基于所提出的 NTT 分解, 我们进一步研究了在流形 𝒩𝐫 上光滑函数的几何

优化问题, 并提出了一种黎曼共轭梯度方法, 称为 NTT-RCG.该方法被系统应用
于多个典型问题中,包括低秩张量恢复、特征值问题、量子物理中的稳定子秩计
算以及最小输出 Rényi 𝑝-熵的数值计算.
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表 5-1 张量链分解与归一化张量链分解之间的差异, 详见第 1.3 和 5.2节. 其中 𝐫 =
(𝑟0, 𝑟1, … , 𝑟𝑑). ℬ1 = {𝒳 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ ‖𝒳‖F = 1}.

Table 5-1 The differences between tensor train decomposition and normalized TT decompo-
sition; see Sections 1.3 and 5.2 for details. 𝐫 = (𝑟0, 𝑟1, … , 𝑟𝑑). ℬ1 = {𝒳 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶
‖𝒳‖F = 1}.

性质 张量链分解 归一化张量链分解

秩-𝐫 逼近 PTT−SVD
𝐫 Pℬ1

∘ PTT−SVD
𝐫

拟优性 √𝑑 − 1 in (1-17) (2√𝑑 − 1 + 1) in (5-2)

参数空间 ℂ𝑟0×𝑛1×𝑟1 × ℂ𝑟1×𝑛2×𝑟2 × ⋯ × ℂ𝑟𝑑−1×𝑛𝑑 ×𝑟𝑑 , 𝑟0 = 𝑟𝑑 = 1

固定秩流形 ℳ𝐫 𝒩𝐫 = ℳ𝐫 ∩ ℬ1

维数 ∑𝑑
𝑘=1 𝑟𝑘−1𝑛𝑘𝑟𝑘 − ∑𝑑−1

𝑘=1 𝑟2
𝑘 ∑𝑑

𝑘=1 𝑟𝑘−1𝑛𝑘𝑟𝑘 − ∑𝑑−1
𝑘=1 𝑟2

𝑘 − 1

切空间
∑𝑑

𝑘=1J𝒰1, … , 𝒰𝑘−1, 𝒰̇𝑘, 𝒰𝑘+1, … , 𝒰𝑑K
L(𝒰̇𝑘)†L(𝒰𝑘) = 0, 𝑘 = 1, 2, … , 𝑑 − 1 L(𝒰̇𝑘)†L(𝒰𝑘) = 0, 𝑘 = 1, 2, … , 𝑑

在科学计算应用中,数值结果表明, NTT-RCG方法能够在无噪声和含噪声情
形下有效恢复低秩张量. 在特征值问题中,我们将所提出的方法与交替线性化方
法 (即物理中常称的 DMRG方法)进行了比较, 结果显示 NTT-RCG在收敛速度
和最大 (最小)特征值的计算精度方面均具有明显优势.
在量子信息的应用中, NTT分解不仅显著降低了存储成本,还使得目标函数

具有高效的计算方法. 数值实验表明, NTT-RCG方法能够有效地用若干非稳定性
显著更低的状态来逼近非稳定子态. 此外, NTT-RCG还提供了一种直接计算最小
输出 Rényi 𝑝-熵的实用方法. 针对反对称信道和广义振幅阻尼信道的实验结果表
明,该方法的计算复杂度关于量子比特数和键维数呈多项式增长,并在最多 12个
量子比特、NTT秩不超过 (1, 10, 10, … , 10, 1)的情况下, 数值验证了不存在超可
加性现象.

5.2 归一化的张量链分解

在本节中,我们首先定义 NTT分解. 随后,我们给出一种将完整张量近似投
影到低秩 NTT张量的方法. 此外,我们还将研究固定秩 NTT张量集合的几何结
构.

5.2.1 NTT分解的定义

张量链分解能够将一个高维张量分解为一系列较小的核张量. 然而,标准的
TT分解并未考虑单位范数约束,而该约束在许多应用中是自然出现的. 为此,我
们引入归一化张量链分解,其目标是用一个 Frobenius范数为 1的 TT张量来近似
给定的完整张量.
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定义 5.1 (归一化的张量链分解). 给定张量 𝒜 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 , 𝒜的归一化张量列
分解旨在用一个 TT张量 J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K近似𝒜,满足

𝒜 ≈ J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K 且 ‖J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K‖F = 1,

其中 𝒰𝑘 ∈ ℂ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 , 𝑘 ∈ [𝑑],并且 𝑟𝑘 为正整数 (𝑘 ∈ [𝑑 − 1]). 在物理学中,正整
数 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑑−1通常被称为键维数 (bond dimensions).

需要注意的是, NTT分解给出的是对任意张量的单位范数低秩近似,而非严
格意义上的精确分解. 若 ‖𝒜‖F = 1,则张量𝒜存在如下形式的精确 NTT分解:

𝒜 = J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K 且 ‖J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K‖F = 1,

其中 𝑟𝑘 = rank(𝐀⟨𝑘⟩), 𝑘 ∈ [𝑑 − 1]. 事实上, 在这种情况下, 所得的 NTT 分解
与 𝒜 的标准 TT 分解是等价的, 因为 TT 分解本身保张量的 Frobenius 范数. 若
‖𝒜‖F ≠ 1,则可以先对 𝒜执行标准 TT分解,再对所得的 TT张量进行归一化,从
而得到 NTT分解. 注意这两步操作是不可交换的. 此外,该构造满足拟优性性质,
具体见命题 5.1. 最后需要指出的是, NTT 分解同样可以自然地定义在实张量空
间 ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 上.

核张量的正交化 NTT张量同样可以像 TT那样,通过 QR分解进行左正交化或
右正交化. 然而,正交化之后核张量所满足的正交性质在 TT与 NTT两种分解形
式下是不同的. 具体而言,设 𝒳 = J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K ∈ 𝒩𝐫 是一个左正交化的 NTT
张量,即对于 𝑘 ∈ [𝑑 − 1], L(𝒰𝑘)†L(𝒰𝑘) = 𝐈𝑟𝑘 ,由 ‖𝒳‖F = 1以及 L(𝒰𝑑) ∈ ℂ𝑟𝑑−1𝑛𝑑

可得

L(𝒰𝑑)†L(𝒰𝑑) = ‖𝒰𝑑‖2
F = ‖𝐗†

≤𝑘−1R(𝒰𝑑)‖2
F = ‖𝐗⟨𝑑−1⟩‖2

F = ‖𝒳‖2
F = 1, (5-1)

其中我们使用了 𝐗†
≤𝑑−1𝐗≤𝑑−1 = 𝐈𝑟𝑑−1 . 因此,与 TT分解的不同点在于: 在 TT分解

中,经过左正交化后,最后一个核张量 𝒰𝑑 并不一定满足左正交性；而在 NTT分
解中,所有核张量 𝒰𝑘(包括最后一个 𝒰𝑑)在左正交化后均满足左正交性. 这一差
异正是由 NTT分解中引入的单位范数约束所导致的.

5.2.2 NTT-SVD算法

给定一个完整张量𝒜 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑以及秩参数数组 𝐫 = (1, 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑑−1, 1),
一个自然的问题是: 如何计算 𝒜在 NTT形式下的最优秩 𝐫 近似,即如何求解如
下的度量投影问题

P𝒩𝐫 (𝒜) ∶= arg min
𝒳∈𝒩𝐫

‖𝒳 − 𝒜‖F.

注意到集合

𝒩𝐫 = ℳ𝐫 ∩ ℬ1 = {𝒳 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ rankTT(𝒳) = 𝐫 和 ‖𝒳‖F = 1}
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是固定 TT 秩张量集合 ℳ𝐫(见式 (1-15)) 与单位球 ℬ1 = {𝒳 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶
‖𝒳‖F = 1}的交集. 因此,原则上可以通过依次投影到ℳ𝐫 和 ℬ1 来构造到𝒩𝐫 的

投影,这两步分别对应于 TT形式下的最优秩-𝐫 近似以及归一化操作.
然而, 众所周知, TT形式下的最优秩-𝐫 近似并不存在显式表达式 [41], 这使

得精确计算投影 P𝒩𝐫 (𝒜)在实际中不可行. 为此,我们采用一种近似投影策略: 首
先对𝒜执行 TT-SVD,得到一个秩为 𝐫的近似 PTTSVD

𝐫 (𝒜) ∈ ℳ𝐫 ,然后再将其归一
化到单位球 ℬ1上,即

PNTTSVD
𝐫 (𝒜) ∶= Pℬ1(PTTSVD

𝐫 (𝒜));

其流程示意见图 5-2. 我们将该近似投影算子 PNTTSVD
𝐫 称为 NTT-SVD算法. 需要

强调的是,上述两步操作不能交换顺序. 在实际计算中,我们可以高效完成投影到
单位球 ℬ1的归一化: 由于 TT-SVD算法生成的核张量𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑−1是左正交

的,并且由式 (5-1)可知 ‖J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K‖F = ‖𝒰𝑑‖F,因此只需对最后一个核张
量 𝒰𝑑 进行归一化即可完成整体张量的单位范数约束.

𝒜 𝐀(1) ≈ 𝐔1 𝐒1𝐕⊤
1

矩阵化

𝒰1

𝐓 ≈ 𝐔2 𝐒2𝐕⊤
2

张量化,矩阵化

𝒰2

⋯ 𝐓 𝐓 𝒰𝑑

𝒰𝑑

𝐓/‖𝐓‖F

TT-SVD算法 PTTSVD
𝐫 归一化 P𝑇

ℬ1

NTT-SVD算法 PNTTSVD
𝐫

图 5-2 NTT-SVD算法的流程图.
Figure 5-2 Flowchart of the NTT-SVD algorithm.

尽管所提出的近似投影 PNTTSVD
𝐫 并不一定是一个度量投影 P𝒩𝐫 ,下面的命题

刻画了 PNTTSVD
𝐫 与 P𝒩𝐫 之间的关系,该性质通常被称为拟优性 (quasi-optimality).

从几何角度来看，P𝒩𝐫 (𝒜)是在低秩集合 𝒩𝐫 上距离 𝒜最近的点 (度量投影),而
PNTTSVD
𝐫 (𝒜)则提供了一个可计算的近似点. 命题 5.1表明,该近似点到 𝒜的距离
在一个与阶数 𝑑 相关的常数因子内逼近最优距离.

命题 5.1 (拟优性). 近似投影对任意张量𝒜 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 以及秩参数 𝐫 都满足

‖ P𝒩𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F ≤ ‖ PNTTSVD
𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F ≤ (2√𝑑 − 1 + 1)‖ P𝒩𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F (5-2)

成立.

证明. 由于 P𝒩𝐫 (𝒜) 是 𝒜 在 NTT 形式下的最优秩-𝐫 近似, 显然有 ‖ P𝒩𝐫 (𝒜) −
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𝒜‖F ≤ ‖ PNTTSVD
𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F. 下面证明第二个不等式. 注意到

‖ PNTTSVD
𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F = ‖ Pℬ1(PTTSVD

ℳ𝐫
(𝒜)) − 𝒜‖F

≤ ‖ Pℬ1(PTTSVD
ℳ𝐫

(𝒜)) − PTTSVD
ℳ𝐫

(𝒜)‖F + ‖ PTTSVD
ℳ𝐫

(𝒜) − 𝒜‖F

≤ ‖ P𝒩𝐫 (𝒜) − PTTSVD
ℳ𝐫

(𝒜)‖F + ‖ PTTSVD
ℳ𝐫

(𝒜) − 𝒜‖F (5-3)

≤ ‖ P𝒩𝐫 (𝒜)−𝒜‖F + ‖𝒜−PTTSVD
ℳ𝐫

(𝒜)‖F + ‖ PTTSVD
ℳ𝐫

(𝒜)−𝒜‖F

≤ ‖ P𝒩𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F + 2√𝑑 − 1‖ Pℳ𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F (5-4)

≤ (2√𝑑 − 1 + 1)‖ P𝒩𝐫 (𝒜) − 𝒜‖F, (5-5)

其中, 不等式 (5-3)利用了 Pℬ1 是到单位球的度量投影且 P𝒩𝐫 (𝒜) ∈ ℬ1；不等式

(5-4)源于 TT形式下 TT-SVD的拟优性估计 (1-17)；而不等式 (5-5)则利用了包
含关系𝒩𝐫 ⊆ ℳ𝐫 .

5.2.3 流形结构

事实上, NTT 分解生成了一类具有流形结构的低秩张量集合. 具体而言, 给
定整数数组 𝐫 = (1, 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑑−1, 1),秩-𝐫 的 NTT张量构成的集合

𝒩𝐫 = {𝒳 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ rankTT(𝒳) = 𝐫, ‖𝒳‖F = 1}

是 ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 中的一个复子流形. 注意到

𝒩𝐫 = ℳ𝐫 ∩ ℬ1

是两个流形的交集: 即固定秩 TT 张量流形 ℳ𝐫(见式 (1-15)) 与单位球面 ℬ1 的

交. 我们观察到,流形ℳ𝐫 与 ℬ1 是横截相交的,即对任意 𝒳 ∈ 𝒩𝐫 ,都有 T𝒳 ℳ𝐫 +
T𝒳 ℬ1 = ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 . 因此,由 [169, Theorem 6.30]可知, 𝒩𝐫 是一个光滑流形.
具体地, 回顾ℳ𝐫 在点 𝒳 = J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K ∈ ℳ𝐫 处的切空间参数化 (见

式 (1-16)):

T𝒳 ℳ𝐫 =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

J𝒰̇1, 𝒰2, 𝒰3, … , 𝒰𝑑K
+ J𝒰1, 𝒰̇2, 𝒰3, … , 𝒰𝑑K
⋮
+ J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑−1, 𝒰̇𝑑K

∶ 𝒰̇𝑘 ∈ ℂ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 , 𝑘 ∈ [𝑑],
L(𝒰̇𝑘)†L(𝒰𝑘) = 0, 𝑘 ∈ [𝑑 − 1]

⎫⎪
⎪
⎬
⎪
⎪⎭

.

ℬ1在 𝒳 ∈ ℬ1处的切空间可以表示为

T𝒳 ℬ1 = {𝒱 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ∶ ⟨𝒱, 𝒳⟩ = 0}. (5-6)

由此可得 (T𝒳 ℬ1)⟂ = {𝑡𝒳 ∶ 𝑡 ∈ ℂ}. 由于在式 (1-16) 中我们并未对 L(𝒰̇𝑑) 施
加正交性约束, 因此, 令 𝒰̇𝑘 = 0(𝑘 = 1, 2, … , 𝑑 − 1) 以及 𝒰̇𝑑 = 𝑡𝒰𝑑 , 即可得到
𝑡𝒳 ∈ T𝒳 ℳ𝐫 . 因此有

ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 = (T𝒳 ℬ1)⟂ + T𝒳 ℬ1 ⊆ T𝒳 ℳ𝐫 + T𝒳 ℬ1 ⊆ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ,

从而𝒩𝐫 是一个光滑流形.
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5.2.4 NTT张量的黎曼几何

在本节中我们将构建流形 𝒩𝐫 上的黎曼几何结构, 包括切空间、黎曼度量、
到切空间的投影以及收缩映射；其整体流程示意见图 5-3. 具体而言, 在 𝒩𝐫 上

进行搜索可以分为两个步骤. 1)投影到切空间: 给定一点 𝒳 ∈ 𝒩𝐫 以及一个方向

𝒜 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 ,我们将 𝒜投影到切空间 T𝒳 𝒩𝐫 上,并得到 𝒱 . 该过程可以理解
为先后对 T𝒳 ℳ𝐫 和 T𝒳 ℬ1 进行逐步投影; 2)沿流形移动: 给定步长 𝑠 > 0,我们将
(𝒳 + 𝑠𝒱)通过 NTT-SVD算法投影到𝒩𝐫 上,其中我们依次执行 TT-SVD算法以
及归一化操作.

ℳ𝐫

𝒩𝐫

𝒳

T𝒳 ℳ𝐫
T𝒳 𝒩𝐫

𝒜

𝒱TT = PT𝒳 ℳ𝐫 (𝒜)

𝒱 = PT𝒳 𝒩𝐫 (𝒜)

PTTSVD
𝐫 (𝒳 + 𝑠𝒱)

R𝒳 (𝑠𝒱) = PNTTSVD
𝐫 (𝒳 + 𝑠𝒱)

𝒪

图 5-3流形𝒩𝐫 上几何的示意图. 𝒪 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 : 零张量.
Figure 5-3 An illustration of the geometry of 𝒩𝐫 . 𝒪 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 : zero tensor.

切空间 由于ℳ𝐫 与 ℬ1横截相交 (intersect transversally),由 [169]可知, 𝒩𝐫 在点

𝒳处的切空间可以表示为切空间 T𝒳 ℳ𝐫与 T𝒳 ℬ1的交,即 T𝒳 𝒩𝐫 = T𝒳 ℳ𝐫∩T𝒳 ℬ1.
因此,我们可以得到如下的切空间参数化表示.

命题 5.2 (切空间). 给定左正交的 𝒳 = J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K ∈ 𝒩𝐫 , 𝒩𝐫 在 𝒳 处的切空
间可以参数化为

T𝒳 𝒩𝐫 =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

J𝒰̇1, 𝒰2, 𝒰3, … , 𝒰𝑑K
+ J𝒰1, 𝒰̇2, 𝒰3, … , 𝒰𝑑K
⋮
+ J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑−1, 𝒰̇𝑑K

∶
𝒰̇𝑘 ∈ ℂ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 , 𝑘 ∈ [𝑑],

L(𝒰̇𝑘)†L(𝒰𝑘) = 0, 𝑘 ∈ [𝑑 − 1],
⟨𝒰̇𝑑 , 𝒰𝑑⟩ = 0

⎫⎪
⎪
⎬
⎪
⎪⎭

. (5-7)
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证明. 将右端集合记为 𝑇 . 一方面,对任意 𝒱 ∈ 𝑇 ,显然有 𝒱 ∈ T𝒳 ℳ𝐫 ,且

⟨𝒱, 𝒳⟩ = ⟨J𝒰̇1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K, J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K⟩
+ ⟨J𝒰1, 𝒰̇2, 𝒰3, … , 𝒰𝑑K, J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K⟩
+ ⋯ + ⟨J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑−1, 𝒰̇𝑑K, J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K⟩

= ⟨J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑−1, 𝒰̇𝑑K, J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K⟩
= ⟨𝒰̇𝑑 , 𝒰𝑑⟩ = 0,

其中等式成立是由于对所有 𝑘 ∈ [𝑑 − 1] 满足正交条件 L(𝒰̇𝑘)†L(𝒰𝑘) = 0 以及
⟨𝒰̇𝑑 , 𝒰𝑑⟩ = 0. 因此,由 (5-6)可知 𝒱 ∈ T𝒳 ℬ1,从而 𝑇 ⊆ T𝒳 ℳ𝐫 ∩ T𝒳 ℬ1 = T𝒳 𝒩𝐫 .

另一方面, 对任意切向量 𝒱 ∈ T𝒳 𝒩𝐫 ⊆ T𝒳 ℳ𝐫 , 存在 ̇𝒳𝑘 ∈ ℂ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 使得

𝒱 = J𝒰̇1, 𝒰2, 𝒰3, … , 𝒰𝑑K+J𝒰1, 𝒰̇2, 𝒰3, … , 𝒰𝑑K+⋯+J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑−1, 𝒰̇𝑑K以及
对 𝑘 ∈ [𝑑 − 1]有 L(𝒰̇𝑘)†L(𝒰𝑘) = 0. 又由于 𝒱 ∈ T𝒳 𝒩𝐫 ⊆ T𝒳 ℬ1,可得 ⟨𝒱, 𝒳⟩ = 0,
即 ⟨𝒰̇𝑑 , 𝒰𝑑⟩ = 0. 因此, 𝒱 ∈ 𝑇 .
综上可得 𝑇 = T𝒳 𝒩𝐫 .

注意到 ⟨𝒰̇𝑑 , 𝒰𝑑⟩ = 0等价于 L(𝒰̇𝑑)†L(𝒰𝑑) = 0. 因此,式 (5-7)中的参数 𝒰̇𝑑
满足正交条件, 而式 (1-16) 中的 𝒰̇𝑑 是任意的. 在实际计算中, 对于一个切向量,
我们只需存储参数 𝒰̇1, 𝒰̇2, … , 𝒰̇𝑑 即可.

往切空间上的投影 接下来,我们计算一个张量到切空间上的投影. 我们采用内
积 ⟨⋅, ⋅⟩作为𝒩𝐫 的黎曼度量.

命题 5.3. 给定左正交的 𝒳 = J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K ∈ 𝒩𝐫 , 𝒜 ∈ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 到切

空间 T𝒳 𝒩𝐫 上的投影可以表示为一个切向量 PT𝒳 𝒩𝐫 (𝒜) ∈ T𝒳 𝒩𝐫 其参数 𝒲𝑘 ∈
ℂ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 满足

L(𝒲𝑘) = (𝐈𝑟𝑘−1𝑛𝑘 − 𝐏𝑘)(𝐈𝑛𝑘 ⊗ 𝐗≤𝑘−1)†𝐀⟨𝑘⟩ conj(𝐗≥𝑘+1)(𝐗⊤
≥𝑘+1 conj(𝐗≥𝑘+1))−1

vec(𝒲𝑑) = (𝐈𝑟𝑑−1𝑛𝑑 − 𝐏𝑑)(𝐈𝑛𝑑 ⊗ 𝐗≤𝑑−1)†vec(𝐀)

其中 𝑘 ∈ [𝑑 − 1],并且 𝐏𝑘 = L(𝒰𝑘)L(𝒰𝑘)†是到 L(𝒰𝑘)的像空间上的正交投影算子.

证明. 由于 PT𝒳 𝒩𝐫 (𝒜) ∈ T𝒳 𝒩𝐫 , 它可以按照 (5-7) 的形式进行参数化, 其参数为
𝒲𝑘 ∈ ℂ𝑟𝑘−1×𝑛𝑘×𝑟𝑘 , 𝑘 = 1, 2, … , 𝑑. 我们的目标是确定这些参数.

我们回顾参数化表示 (5-7),并将每一项记为 𝒱𝑘,即 𝒱 = 𝒱1 + 𝒱2 + ⋯ + 𝒱𝑑 . 我
们注意到,对任意切向量 𝒱 ∈ T𝒳 𝒩𝐫 都有 ⟨𝒜 − PT𝒳 𝒩𝐫 (𝒜), 𝒱⟩ = 0. 于是可得

⟨𝒜 − PT𝒳 𝒩𝐫 (𝒜), 𝒱𝑘⟩ = ⟨𝒜 − PT𝒳 𝒩𝐫 (𝒜), J𝒰1, … , 𝒰𝑘−1, ̇𝒳𝑘, 𝒰𝑘+1, … , 𝒰𝑑K⟩
= ⟨𝐀⟨𝑘⟩ − (𝐈𝑛𝑘 ⊗ 𝐗≤𝑘−1)L(𝒲𝑘)𝐗⊤

≥𝑘+1, (𝐈𝑛𝑘 ⊗ 𝐗≤𝑘−1)L( ̇𝒳𝑘)𝐗⊤
≥𝑘+1⟩

= ⟨(𝐈𝑛𝑘 ⊗ 𝐗≤𝑘−1)†𝐀⟨𝑘⟩ conj(𝐗≥𝑘+1) − L(𝒲𝑘)𝐗⊤
≥𝑘+1 conj(𝐗≥𝑘+1), L( ̇𝒳𝑘)⟩

= 0
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对任意满足 L( ̇𝒳𝑘)†L(𝒰𝑘) = 0的 𝑘 ∈ [𝑑]成立. 这里我们使用了接口矩阵的正交
性 (1-7),以及 𝐗≤𝑘−1 = (𝒱𝑘)≤𝑘−1和 𝐗≥𝑘+1 = (𝒱𝑘)≥𝑘+1. 因此,我们得到

L(𝒲𝑘) = (𝐈𝑟𝑘−1𝑛𝑘 − 𝐏𝑘)(𝐈𝑛𝑘 ⊗ 𝐗≤𝑘−1)†𝐀⟨𝑘⟩ conj(𝐗≥𝑘+1)(𝐗⊤
≥𝑘+1 conj(𝐗≥𝑘+1))−1

对 𝑘 = 1, 2, … , 𝑑 − 1成立,并且

vec(𝒲𝑑) = (𝐈𝑟𝑑−1𝑛𝑑 − 𝐏𝑑)(𝐈𝑛𝑑 ⊗ 𝐗≤𝑑−1)†vec(𝐀).

由命题 5.3的证明可知,到切空间 T𝒳 𝒩𝐫 的投影可以表示为到切空间 T𝒳 ℳ𝐫
以及单位球切空间 PT𝒳 ℬ1 的投影的复合.

推论 5.4. 我们有

PT𝒳 𝒩𝐫 = PT𝒳 ℬ1 ∘ PT𝒳 ℳ𝐫 = PT𝒳 ℳ𝐫 ∘ PT𝒳 ℬ1 .

在实际计算中,我们注意到参数𝒲𝑘 中包含 (𝐗⊤
≥𝑘+1 conj(𝐗≥𝑘+1))−1,该项可能

是接近奇异的. 因此,受 [60, §3.3]启发,我们考虑如下表示:

𝒳 = J𝒰1, … , 𝒰𝑘−1, ̃𝒳𝑘, 𝒴𝑘+1, … , 𝒴𝑑K,

其中参数是 𝑘-正交的, 即 𝒰1, … , 𝒰𝑘−1 是左正交的, 𝒴𝑘+1, … , 𝒴𝑑 是右正交的, 而
̃𝒳𝑘 不要求是左正交或右正交的. 随后,每一个分量 𝒱𝑘 都可以进行 𝑘-正交化写成

𝒱𝑘 = J𝒰1, … , 𝒰𝑘−1, 𝒲̃𝑘, 𝒴𝑘+1, … , 𝒴𝑑K. 于是,我们得到 PT𝒳 𝒩𝐫 (𝒜) ∈ T𝒳 𝒩𝐫 的一个

等价表示:

PT𝒳 𝒩𝐫 (𝒜) =
𝑑

∑
𝑘=1

J𝒰1, … , 𝒰𝑘−1, 𝒲̃𝑘, 𝒴𝑘+1, … , 𝒴𝑑K (5-8)

其中 L(𝒲̃𝑘) = (𝐈𝑟𝑘−1𝑛𝑘 − 𝐏𝑘)(𝐈𝑛𝑘 ⊗ 𝐗≤𝑘−1)†𝐀⟨𝑘⟩ conj(𝐗≥𝑘+1). 注意到由于 𝑘-正交性,
有 𝐗≥𝑘+1 ∈ Stℂ(𝑟𝑘, 𝑛𝑘+1𝑛𝑘+1 ⋯ 𝑛𝑑).

收缩映射 为了在流形𝒩𝐫 上进行线搜索,我们需要一个收缩映射. 回顾1.4节,若
映射 R ∶ T𝒩𝐫 → 𝒩𝐫 在 𝒳 ∈ 𝒩𝐫 的邻域内满足以下条件,则称其为𝒩𝐫 上的一个

收缩映射: 1)存在 (𝒳, 0) ∈ T𝒩𝐫 的一个邻域 𝑈 使得 𝑈 ⊆ dom(R)且 R在 𝑈 上光
滑; 2) R𝒳 (0) = 𝒳 对所有的 𝒳 ∈ 𝒩𝐫 成立; 3) DR𝒳 (⋅)[0] = idT𝒳 𝒩𝐫 ,即等于切空间上
的恒等映射.

命题 5.5. 给定 𝒳 ∈ 𝒩𝐫 以及切向量 𝒱 ∈ T𝒳 𝒩𝐫 ,映射 R𝒳 (𝒱) = PNTTSVD
𝐫 (𝒳 + 𝒱)是

一个收缩映射.
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证明. 我们只需验证上述三个性质. 对于第一条性质,由 [60, Proposition 4]可知,
存在 𝒳 的一个邻域 𝑈 ⊆ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 使得 0 ∉ 𝑈 且 PTTSVD

𝐫 在该邻域内是光滑的.
由于 Pℬ1 在 𝑈 上同样是光滑的,并且 R𝒳 (𝒱) = Pℬ1(PTTSVD

𝐫 (𝒳 + 𝒱)),因此映射 R
在 (𝒳, 0) ∈ 𝒩𝐫 × T𝒳 𝒩𝐫 的邻域内是光滑的. 第二条性质是显然成立的.
我们通过拟优性 (5-2)来证明第三条性质. 由于度量投影 P𝒩𝐫 是𝒩𝐫 上的一

个收缩映射,我们有

‖(𝒳 + 𝑡𝒱) − R𝒳 (𝑡𝒱)‖F ≤ (2√𝑑 − 1 + 1)‖(𝒳 + 𝑡𝒱) − P𝒩𝐫 (𝒳 + 𝑡𝒱)‖F = 𝒪(𝑡2).

因此有 R𝒳 (𝑡𝒱) = 𝒳 + 𝑡𝒱 + 𝒪(𝑡2),即 DR𝒳 (⋅)[0] = idT𝒳 𝒩𝐫 . 由此可知, R在 𝒳 ∈ 𝒩𝐫
附近定义了一个收缩映射.

5.2.5 几何方法

基于固定秩 NTT 张量所构成的集合 𝒩𝐫 的几何结构, 我们考虑如下在光滑
流形𝒩𝐫 上的优化问题:

min 𝑓(𝒳), s. t. 𝒳 ∈ 𝒩𝐫 = ℳ𝐫 ∩ ℬ1, (5-9)

其中 𝑓 ∶ ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 是光滑函数.

算法 18针对 (5-9)的黎曼共轭梯度方法 (NTT-RCG).
输入: 初始点 𝒳 (0) ∈ 𝒩𝐫 , 𝑡 = 0, 𝛽(0) = 0.
1: while停机准则未被满足 do
2: 通过 (5-8)计算切向量 𝒱 (𝑡) = PT𝒳(𝑡)ℳ(−∇𝑓(𝒳 (𝑡))) + 𝛽(𝑡)𝒯𝒳 (𝑡)←𝒳 (𝑡−1)𝒱 (𝑡−1) 的

参数 𝒲̃ (𝑡)
𝑘 .

3: 选择步长 𝑠(𝑡).
4: 通过图 5-2更新 𝒳 (𝑡+1) = PNTTSVD

𝐫 (𝒳 (𝑡) + 𝑠(𝑡)𝒱 (𝑡)); 𝑡 = 𝑡 + 1.
5: end while
输出: 𝒳 (𝑡).

我们采用黎曼共轭梯度方法来求解 (5-9)；见算法 18. 我们将向量传输算
子 𝒯𝒳 (𝑡)←𝒳 (𝑡−1)𝒱 (𝑡−1) 设置为正交投影 (5-8). 因此, 𝒱 (𝑡) 的参数 𝒲̃ (𝑡)

𝑘 可以通过将

PT𝒳(𝑡)ℳ(−∇𝑓(𝒳 (𝑡))) 的参数与 𝛽(𝑡) PT𝒳(𝑡)ℳ(𝒱 (𝑡−1)) 的参数按照 (5-8) 计算出来以后
相加得到. 给定 𝒱 = PT𝒳 𝒩𝐫 (−∇𝑓(𝒳))在 (5-8)中的参数化表达,张量 𝒳 + 𝒱 可以
用 TT形式的张量表示,其中 (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑)元素为:

[𝐖̃1(𝑖1) 𝐔1(𝑖1)] [
𝐘2(𝑖2) 0
𝐖̃2(𝑖2) 𝐔2(𝑖2)] [

𝐘3(𝑖3) 0
𝐖̃3(𝑖3) 𝐔3(𝑖3)]

⋯
[
𝐘𝑑−1(𝑖𝑑−1) 0
𝐖̃𝑑−1(𝑖𝑑−1) 𝐔𝑑−1(𝑖𝑑−1)] [

𝐘𝑑(𝑖𝑑)
𝐔𝑑(𝑖𝑑) + 𝐖̃𝑑(𝑖𝑑)]

,

其中 𝒳 = J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K和 𝒳 = J𝒴1, 𝒴2, … , 𝒴𝑑K是 𝒳 的两个等价 NTT分解,
分别具有左正交和右正交的核张量. 随后, NTT-SVD算法可以被高效实现.
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注. 在实际应用中,如果 ∇𝑓(𝒳)是稀疏张量或者可以用低秩 TT张量表示,则投影
梯度 PT𝒳 𝒩𝐫 (∇𝑓(𝒳))可以像 [60, §4.2]中的方法一样高效计算. 例如,特征值问题
中目标函数 𝑓 的欧氏梯度可以用 TT形式的张量表示,因此投影梯度可以高效计
算；详见5.3.2节. 对于量子信息论中的应用, 目标函数 𝑓 可以高效计算, 但欧氏
梯度 ∇𝑓 是完整张量. 因此, 我们采用有限差分的方法来近似投影梯度: 1) 生成
T𝒳 𝒩𝐫 的正交基 𝒱1, 𝒱2, … , 𝒱dim(𝒩𝐫 ); 2)通过下式近似投影梯度

PT𝒳 𝒩𝐫 (∇𝑓(𝒳)) ≈
dim(𝒩𝐫 )

∑
𝑘=1

𝛼𝑘𝒱𝑘 其中 𝛼𝑘 = 𝑓(PNTTSVD
𝐫 (𝒳 + 𝑡𝒱𝑘)) − 𝑓(𝒳)

𝑡 ,

这里我们选择足够小的 𝑡.

5.3 在科学计算中的应用

在本节中,我们将 NTT分解应用于科学计算中的两个问题: 低秩张量的恢复
以及高维特征值问题.
我们首先介绍实验中的默认设置. 张量链分解相关的计算基于 TTeMPS工具

箱1完成,而提出的NTT-RCG方法在Manopt工具箱2 v7.1.0中实现,这是一个用于
几何方法的Matlab库. 所有实验均在配备两颗 Intel(R) Xeon(R) Gold 6330处理器
(2.00GHz × 28核心, 42M缓存)和 512GB内存、运行Ubuntu 22.04.3的工作站上使
用 Matlab R2019b完成. 所提方法的代码可在 https://github.com/JimmyPeng1998/
GeomNTT获取.

5.3.1 低秩张量恢复

给定部分观测的张量 𝐴 ∈ 𝒩𝐫 ,其观测索引集为 Ω ⊆ [𝑛1] × [𝑛2] × ⋯ × [𝑛𝑑],我
们的目标是通过求解以下优化问题,基于其在 Ω上的元素恢复完整的张量𝒜:

min 𝑓(𝒳) = 1
2‖ PΩ(𝒳) − PΩ(𝒜)‖2

F

s. t. 𝒳 ∈ 𝒩𝐫 ,
(5-10)

其中 PΩ 定义为: 若 (𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) ∈ Ω, 则 PΩ(𝒜)(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) = 𝒜(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑)；
否则 PΩ(𝒜)(𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑑) = 0. NTT-RCG 的数值性能通过训练误差 ‖ PΩ(𝒳) −
PΩ(𝒜)‖F/‖ PΩ(𝒜)‖F 和测试误差 ‖ PΓ(𝒳) − PΓ(𝒜)‖F/‖ PΓ(𝒜)‖F 来衡量, 其中 Γ ⊆
[𝑛1] × [𝑛2] × ⋯ × [𝑛𝑑]为另一验证集.

无噪声数据测试 我们考虑无噪声情况, 即 𝒜 ∈ 𝒩𝐫 是低秩张量. 我们的目标
是展示 NTT-RCG 方法在不同张量大小 𝑛 和样本量 |Ω| 下恢复低秩张量的能
力. 按照 [60, §5.3] 的设置, 我们取 𝑑 = 5, 𝐫 = (1, 3, 3, 3, 3, 1), 张量大小 𝑛 =

1可在https://www.epfl.ch/labs/anchp/index-html/software/ttemps/中获取.
2可在https://www.manopt.org/获取
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50, 100, … , 400, 样本量 |Ω| = 2000, 4000, … , 60000. 对于每一组 (𝑛, |Ω|), 我们
运行 NTT-RCG 方法五次. 若在 250 次迭代内测试误差小于 10−4, 则认为 NTT-
RCG 方法成功恢复张量. 图 5-4(左) 展示了 NTT-RCG 方法的相图, 其中白色块
表示五次运行全部成功恢复, 黑色块表示五次运行全部恢复失败, 红色曲线表示
𝒪(𝑛 log(𝑛)). 相图显示了与已有结果类似的恢复能力；参见例如 [60, §5.3].

有噪声数据测试 我们考虑有噪声情况, 即 𝒜 = ̂𝒜 + 𝜆ℰ/‖ℰ‖F 由单位范数的

低秩张量 ̂𝒜 ∈ 𝒩𝐫 和噪声水平为 𝜆 的噪声张量 ℰ ∈ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑 相加得到.
张量 ℰ 的每个元素均从标准高斯分布 𝑁(0, 1) 独立同分布采样. 我们设置 𝜆 =
10−4, 10−6, … , 10−12, 0, 𝑑 = 3, 𝑛 = 100, 𝐫 = (1, 𝑟1, 𝑟2, 1) = (1, 3, 3, 1), 并且 |Ω| =
10𝑑𝑛𝑟2

1. 图 5-4(右)展示了 NTT-RCG方法的收敛结果. 可以观察到, NTT-RCG方
法在不同噪声水平下均能成功恢复潜在的低秩张量.
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图 5-4左图: 五次运行的恢复结果相位图. 白色方块表示五次运行均恢复成功,黑色方块表示
五次运行均恢复失败. 右图: 在噪声水平 𝜆 = 10−4, 10−6, … , 10−12, 0下的测试误差.

Figure 5-4 Left: phase plot of recovery results for five runs. The white block indicates success-
ful recovery in all five runs, while the black block indicates failure of recovery in all five
runs. Right: test error under noise levels 𝜆 = 10−4, 10−6, … , 10−12, 0.

5.3.2 具有张量积结构的特征值问题

在本节中,我们将 NTT分解应用于具有张量积结构的特征值问题. 考虑如下
张量积结构的最小 (或最大)特征值问题:

min
𝐱

(max
𝐱

) 𝑓 (𝐱) = 𝐱⊤𝐇𝐱 = 𝐱⊤
⎛
⎜
⎜
⎝

𝐿

∑
ℓ=1

𝐇ℓ,𝑑 ⊗ 𝐇ℓ,𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐇ℓ,1
⎞
⎟
⎟
⎠
𝐱

s. t. 𝐱 ∈ ℝ𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑑 , ‖𝐱‖2
2 = 1,

(5-11)

其中 𝐇ℓ,𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑛𝑘 , ℓ ∈ [𝐿], 𝑘 ∈ [𝑑],矩阵 𝐇可表示为 Kronecker积的和. 一个典
型例子是 𝑑 维 Laplace算子的离散化形式

𝐇 = 𝐓𝑛𝑑 ⊗ 𝐈𝑛𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐈𝑛1 + ⋯ + 𝐈𝑛𝑑 ⊗ 𝐈𝑛𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐈𝑛𝑑−1 ⊗ 𝐓𝑛1 , (5-12)
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这里 𝐓𝑛 = tridiag(−1, 2, −1) ∈ ℝ𝑛×𝑛是一个三对角矩阵.
直接求解该问题是不可行的,因为参数数量随 𝑑指数增长. 为此,我们利用张

量积结构,采用归一化张量列 (NTT)分解,将优化问题限制在𝒩𝐫 ⊆ ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑑

上,即
min

𝒳
(max

𝒳
) 𝑓 (𝒳) = vec(𝒳)⊤𝐇vec(𝒳)

s. t. 𝒳 = J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K ∈ 𝒩𝐫 .
(5-13)

为了高效计算 𝑓 ,可利用下述张量积性质.

命题 5.6. 给定 𝒳 = J𝒰1, … , 𝒰𝑑K与矩阵 𝐊𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑛𝑘 ,有

(𝐊𝑑 ⊗ 𝐊𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊1)vec(𝒳) = vec(J𝒰1 ×2 𝐊1, 𝒰2 ×2 𝐊2, … , 𝒰𝑑 ×2 𝐊𝑑K).

证明. 我们首先从第一展平矩阵 𝐗⟨1⟩开始推导,有

(𝐊𝑑 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊1)vec(𝒳) = (𝐊𝑑 ⊗ 𝐊𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊1)vec(L(𝒰1)𝐗⊤
≥2)

= (𝐊𝑑 ⊗ 𝐊𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊1)(𝐗≥2 ⊗ 𝐈𝑛1)vec(𝒰1)
= ((𝐊𝑑 ⊗ 𝐊𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊2)𝐗≥2 ⊗ 𝐊1)vec(𝒰1)
= ((𝐊𝑑 ⊗ 𝐊𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊2)𝐗≥2 ⊗ 𝐈𝑛1)(𝐈𝑟1 ⊗ 𝐊1)vec(𝒰1)
= (((𝐊𝑑 ⊗ 𝐊𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊2)𝐗≥2) ⊗ 𝐈𝑛1)vec(𝒰1 ×2 𝐊1),

这里最后一个等号来自于 (1-3)和 (𝐈𝑟1 ⊗ 𝐊1)vec(𝒰1) = (𝐈𝑟1 ⊗ 𝐊1 ⊗ 𝐈𝑟0)vec(𝒰1) =
vec(𝒰1 ×2 𝐊1). 接下来,我们利用 (1-7)和 (1-3),可以得到

(𝐊𝑑 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊2)𝐗≥2 = (𝐊𝑑 ⊗ 𝐊𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊2)(𝐗≥3 ⊗ 𝐈𝑛2)R(𝒰2)⊤

= (((𝐊𝑑 ⊗ 𝐊𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊3)𝐗≥3) ⊗ 𝐈𝑛3)(𝐈𝑟2 ⊗ 𝐊2)R(𝒰2)⊤

= (((𝐊𝑑 ⊗ 𝐊𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊3)𝐗≥3) ⊗ 𝐈𝑛3)R(𝒰2 ×2 𝐊2)⊤.

我们发现对于 𝑘 = 3, 4, … , 𝑑,张量积 (𝐊𝑑 ⊗ 𝐊𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊𝑘)𝐗≥𝑘同样地可以被递

归计算. 最终我们得到

(𝐊𝑑 ⊗ 𝐊𝑑−1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐊1)vec(𝒳)
= ((((R(𝒰𝑑 ×2 𝐊𝑑)⊤ ⊗ 𝐈𝑑−1)R(𝒰𝑑−1 ×2 𝐊𝑑−1)) ⊗ 𝐈𝑑−2) ⋯) vec(𝒰1)
= vec(J𝒰1 ×2 𝐊1, 𝒰2 ×2 𝐊2, … , 𝒰𝑑 ×2 𝐊𝑑K).

因此,式 (5-13)中的目标函数 𝑓 可以通过 𝒳 的核张量 𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑 高效地

计算,即

𝑓(𝒳) = vec(𝒳)⊤𝐇vec(𝒳) =
𝐿

∑
ℓ=1

⟨𝒳, J𝒰1 ×2 𝐇ℓ,1, 𝒰2 ×2 𝐇ℓ,2, … , 𝒰𝑑 ×2 𝐇ℓ,𝑑K⟩.
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相比于直接计算 vec(𝒳)⊤𝐇vec(𝒳) 所需的 𝒪(𝐿𝑛2𝑑) 次浮点运算, 新方法的计算复
杂度为 𝒪(𝐿𝑑𝑛2𝑟2

max),其随 𝑑 线性增长,其中 𝑟max = max 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑑−1.
我们将 NTT-RCG方法应用于问题 (5-13),其性能通过以下指标进行衡量: 1)

最小 (最大)特征值的相对误差 |𝜆min − 𝜆|/|𝜆min|(|𝜆max − 𝜆|/|𝜆max|); 2)若内存允许,
则计算子空间距离 dist(𝒳, 𝐱∗) = ‖vec(𝒳)vec(𝒳)⊤ − 𝐱∗(𝐱∗)⊤‖F.

Laplace算子上的测试 我们考虑对 𝑑 维 Laplace算子 (5-12)的离散化. 其特征
值 𝜆𝑖𝑑 ,𝑖𝑑−1,…,𝑖1 及对应的特征向量 𝐯𝑖𝑑 ,𝑖𝑑−1,…,𝑖1 具有如下的显式表达式:

𝜆𝑖𝑑 ,…,𝑖1 = 4
𝑑

∑
𝑘=1

sin2( 𝑖𝑘𝜋
2(𝑛𝑘 + 1)) 和 𝐯𝑖𝑑 ,…,𝑖1(𝑗𝑑 , … , 𝑗1) =

𝑑

∏
𝑘=1

sin( 𝑖𝑘𝑗𝑘𝜋
𝑛𝑘 + 1) (5-14)

其中 𝑖𝑘, 𝑗𝑘 ∈ [𝑛𝑘], 𝑘 ∈ [𝑑]. 由引理 5.6可知,目标函数 𝑓 在 𝒳 = J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑K
处的欧氏梯度可以高效地计算为

∇𝑓(𝒳)
= J𝒰1 ×2 𝐓𝑛1 , 𝒰2, … , 𝒰𝑑K + J𝒰1, 𝒰2 ×2 𝐓𝑛2 , … , 𝒰𝑑K + ⋯ + J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑑 ×𝑑 𝐓𝑛𝑑K
= J𝒢1, 𝒢2, … , 𝒢𝑑K,

这里

𝐆1(𝑖1) = [𝐔̃1(𝑖1) 𝐔1(𝑖1)] , 𝐆𝑘(𝑖𝑘) =
[
𝐔𝑘(𝑖𝑘) 0
𝐔̃𝑘(𝑖𝑘) 𝐔𝑘(𝑖𝑘)]

, 𝐆𝑑(𝑖𝑑) =
[
𝐔𝑑(𝑖𝑑)
𝐔̃𝑑(𝑖𝑑)]

,

𝑘 = 2, 3, … , 𝑑 − 1以及 𝒰̃𝑘 = 𝒰𝑘 ×2 𝐓𝑛𝑘 . 注意到 𝒢𝑘 的大小与维数 𝑑 无关,从而保
证了计算的可扩展性.
我们将所提出的 NTT-RCG 方法与交替线性方法 [170] 进行比较, 该方法也

被称为单站点密度矩阵重整化群 (single-site DMRG)方法 [160, 161]. 我们注意到,
式 (5-14)中的任意特征向量 𝐯𝑖𝑑 ,𝑖𝑑−1,…,𝑖1 都可以重排为 ℝ𝑛𝑑×𝑛𝑑−1×⋯×𝑛1 中的一个秩

为 1的张量, 因此特征值问题 (5-11)等价于 𝐫 = (1, 1, … , 1)情形下的 (5-13). 在
数值实验中, 我们取 𝑛1 = 𝑛2 = ⋯ = 𝑛𝑑 = 10, 并令 𝑑 = 8, 16, 32, … , 256. 表 5-2
和图 5-5给出了相应的数值结果. 可以观察到,在不同的 𝑑 取值下,所有方法均收
敛到最大特征值及其对应的特征向量. 值得注意的是,所提出的方法相较于单站
点 DMRG表现出更快的收敛速度, 并且在最大特征值的计算精度方面具有更优
的表现.

横场 Ising哈密顿量的测试 考虑一个具有 𝑑个格点的 Ising模型,其哈密顿量为

𝐇 = −
𝑑−1

∑
𝑘=1

𝜎𝑧
𝑘𝜎𝑧

𝑘+1 − 𝑡
𝑑

∑
𝑘=1

𝜎𝑥
𝑘 ,
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图 5-5在 𝑑 = 8, 16, 32, … , 256下两种方法的收敛性结果.
Figure 5-5 Convergence of two methods for 𝑑 = 8, 16, 32, … , 256.

表 5-2 Laplace算子离散化问题的数值实验结果.
Table 5-2 Numerical results on the discretization of the Laplace operator.

𝑑 NTT-RCG 单站点 DMRG

时间 (秒) 𝜆max 的相对误差 dist(𝒳, 𝐱∗) 时间 (秒) 𝜆max 的相对误差 dist(𝒳, 𝐱∗)

8 1.55 1.3598e-15 2.1491e-07 1.63 1.8085e-13 5.5952e-06
16 2.67 3.0596e-15 6.3571e-07 3.82 9.6773e-14 5.0423e-06
32 3.94 2.8896e-14 6.1342e-06 17.05 1.2057e-13 9.1063e-06
64 11.88 9.7453e-15 6.1905e-06 85.50 1.4165e-13 1.4724e-05

128 27.03 1.1558e-14 1.2112e-05 512.65 1.1332e-13 1.7337e-05
256 86.49 1.3258e-14 2.4897e-05 3438.71 1.1751e-13 2.6551e-05
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其中 𝜎𝑥, 𝜎𝑧 为在第 5.4 节中定义的 Pauli 矩阵, 𝜎𝑧
𝑘 = 𝐈2𝑘−1 ⊗ 𝜎𝑧 ⊗ 𝐈2𝑑−𝑘 , 𝜎𝑥

𝑘 =
𝐈2𝑘−1 ⊗ 𝜎𝑥 ⊗ 𝐈2𝑑−𝑘 ,且 𝑡 ∈ ℝ. 矩阵 𝐇的特征值可以通过 Jordan–Wigner变换高效
计算得到,然而其特征向量并不存在显式表达. 为此,我们通过问题 (5-13)寻求对
应于最小特征值的特征向量的低秩近似解.
函数 𝑓 在 𝒳 ∈ 𝒩𝐫 处的欧氏梯度可以表示为张量 ∇𝑓(𝒳) = J𝒢1, 𝒢2, … , 𝒢𝑑K,

其中

𝐆1(𝑖1) = [ 𝐔̃1(𝑖1) 𝐔̆1(𝑖1) 𝐔1(𝑖1) ] , 𝐆𝑘(𝑖𝑘) = [
𝐔𝑘(𝑖𝑘) 0 0
𝐔̆𝑘(𝑖𝑘) 0 0
𝐔̃𝑘(𝑖𝑘) 𝐔̆𝑘(𝑖𝑘) 𝐔𝑘(𝑖𝑘) ] , 𝐆𝑑(𝑖𝑑) = [

𝐔𝑑 (𝑖𝑑 )
𝐔̆𝑑 (𝑖𝑑 )
𝐔̃𝑑 (𝑖𝑑 ) ] ,

𝑘 = 2, 3, … , 𝑑 − 1, 𝒰̆𝑘 = 𝒰𝑘 ×2 𝐒(𝑧)以及 𝒰̃𝑘 = 𝒰𝑘 ×2 𝐒(𝑥). 上述表达式是由引理 5.6
推导得到的.
在数值实验中,我们取 𝑡 = 1,并令 𝑑 = 8, 16, 32, … , 256. 为获得更好的数值

性能, 我们对 NTT-RCG 方法采用了秩递增策略, 参见例如 [60, §4.9]. 从初始秩
𝐫(0) = (1, 1, … , 1)开始, 我们在每一个秩下运行 NTT-RCG方法 50次迭代, 并将
秩更新为 𝐫(𝑡+1) = min{(1, 2, … , 2⌊𝑑/2⌋, 2⌊𝑑/2⌋−1, … , 1), 𝐫(𝑡) + 1},直至达到预设的最
大秩 𝐫. 最大秩设定为 𝐫 = min{(1, 2, … , 2⌊𝑑/2⌋, 2⌊𝑑/2⌋−1, … , 1), (1, 𝑟, 𝑟, … , 1)}其中
𝑟 = 1, 4, 6, 8, … , 14. 图 5-6和表 5-3给出了 NTT-RCG方法的数值表现. 首先,对于
较小的系统规模 (𝑑 = 8, 16),可通过MATLAB函数 eigs计算参考特征向量,最小
特征值 𝜆min的相对误差以及子空间距离均随着参数 𝑟的增大而减小,即更高秩的
解能够更精确地逼近真实特征向量. 其次,在所有 𝑑 的取值下, NTT-RCG方法均
能在较小秩参数的条件下获得较小的 𝜆min 相对误差, 并保持可接受的计算时间.
最后, NTT表示中的参数数量仅随 𝑑 线性增长,这与完整张量表示中参数数量的
指数级增长形成了鲜明对比. 正是这种低秩结构,使得我们能够对大规模自旋链
进行计算 (在实验中可达 𝑑 = 256个格点).
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图 5-6 Ising哈密顿量的数值结果. 左图: 在 𝑑 = 8, 16, 32, … , 256情形下,最小特征值 𝜆min 的

相对误差. 右图: 在 𝑑 = 8, 16情形下的子空间距离.
Figure 5-6 Numerical results on the Ising Hamiltonian. Left: relative error on 𝜆min with 𝑑 =

8, 16, 32, … , 256. Right: subspace distance with 𝑑 = 8, 16.
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表 5-3 NTT-RCG方法在 Ising哈密顿量问题中的数值性能.
Table 5-3 The performance of the proposed NTT-RCG method on the Ising Hamiltonian.

𝑑 𝑟 参数量 时间 (秒) 𝜆min 上的相对误差 𝑑 𝑟 参数量 时间 (秒) 𝜆min 上的相对误差

8

1 16 0.66 4.4265e-02

64

1 128 30.10 4.2145e-02
4 168 1.17 1.6557e-07 4 1960 24.74 1.3958e-04
6 280 1.10 1.2708e-10 6 4312 40.19 2.7756e-06
8 424 1.25 1.8347e-12 8 7592 55.97 9.0321e-07

10 488 1.39 1.0834e-15 10 11688 73.31 3.2456e-08
12 552 1.49 8.3058e-15 12 16680 74.70 3.2456e-08
14 616 1.55 3.4307e-15 14 22568 76.08 3.2456e-08

16

1 32 2.24 7.3024e-02

128

1 256 70.28 7.8158e-02
4 424 2.86 4.6116e-06 4 4008 73.67 1.6158e-04
6 856 2.63 2.1532e-08 6 8920 111.12 1.1990e-05
8 1448 3.90 4.0551e-09 8 15784 148.26 3.0342e-06

10 2088 4.01 1.5077e-11 10 24488 184.17 2.1188e-07
12 2856 3.47 1.2472e-12 12 35112 187.36 2.1188e-07
14 3752 5.06 6.5316e-14 14 47656 209.00 3.8778e-08

32

1 64 8.92 4.5299e-02

256

1 512 187.28 8.2331e-02
4 936 7.65 2.4219e-05 4 8104 194.31 1.8673e-03
6 2008 8.99 4.4011e-07 6 18136 265.97 3.3424e-04
8 3496 9.23 1.1340e-07 8 32168 331.03 5.6170e-05

10 5288 11.32 1.7451e-09 10 50088 434.01 1.2384e-06
12 7464 13.79 4.1455e-10 12 71976 537.43 2.8209e-07
14 10024 13.20 1.8888e-11 14 97832 594.19 1.6480e-07
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5.4 量子信息理论中的应用

本节中,我们展示 NTT分解在稳定子秩 (stabilizer rank)以及量子信道的最小
输出熵 (minimum output entropy)计算中的应用. 这两个量都是量子信息理论中的
核心量.
我们首先引入量子信息理论中的一些记号. 由 𝑛 个量子比特组成的量子系

统 𝐴 由希尔伯特空间 𝐻𝐴 = (ℂ2)⊗𝑛 描述, 其维数为 2𝑛. 纯态是 𝐻𝐴 中的一个单

位范数向量 |𝜓⟩,即满足 ⟨𝜓|𝜓⟩ = 1. 混合态由密度矩阵 𝜌𝐴 描述,其中 𝜌𝐴 是定义

在 𝐻𝐴 上的半正定算子, 并满足 tr𝜌𝐴 = 1. 量子信道 𝑁𝐴→𝐵 ∶ 𝐿(𝐻𝐴) → 𝐿(𝐻𝐵)
是作用在线性算子空间之间的线性映射,且该映射是完全正的并保持迹不变. 量
子信道的作用可以通过 Kraus算子表示为 𝑁(𝜌) = ∑𝑘 𝐊𝑘𝜌𝐊†

𝑘,其中 Kraus算子满
足 ∑𝑘 𝐊

†
𝑘𝐊𝑘 = 𝐈. 𝑛比特 Pauli群定义为 ̂𝑃𝑛 ≔ {𝑖𝑘𝜎ℎ1 ⊗ 𝜎ℎ2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝜎ℎ𝑛 ∶ 𝑘, ℎ𝑗 ∈

{0, 1, 2, 3}},其中

𝜎0 =
[

1 0
0 1 ]

, 𝜎1 = 𝜎𝑥 =
[

0 1
1 0 ]

, 𝜎2 = 𝜎𝑦 =
[

0 −𝑖
𝑖 0 ]

, 𝜎3 = 𝜎𝑧 =
[

1 0
0 −1 ]

为 Pauli 矩阵. 模去相位因子后的 𝑛 比特 Pauli 群记为 𝑃𝑛 ≔ ̂𝑃𝑛/⟨±𝑖12𝑛⟩. 𝑛 比特
Clifford群是 𝑛比特 Pauli群的正规化子 (normalizer),定义为 Cl𝑛 ≔ {𝑈 ∶ 𝑈𝑃 𝑈 † ∈

̂𝑃𝑛, ∀𝑃 ∈ ̂𝑃𝑛}. 𝑛比特纯稳定子态 (pure stabilizer states)定义为 Clifford群作用下的
轨道: STAB𝑛 ≔ {𝑈|0⟩⊗𝑛 ∶ 𝑈 ∈ Cl𝑛} .最后,我们设定秩参数为

𝐫 = min{(1, 2, 4, … , 2⌊𝑑/2⌋, 2⌊𝑑/2⌋−1, … , 2, 1), (1, 𝑟, 𝑟, … , 𝑟, 1)} (5-15)

其中 𝑟为默认给定的整数参数.

5.4.1 稳定子秩的近似计算

非稳定性 (nonstabilizerness),亦称为“魔性”(magic) [162],是释放量子计算
全部潜力、并实现超越经典算法的通用量子算法所必需的一种资源 [171, 172]. 其
根源在于 Gottesman–Knill定理 [173],该定理表明,任何稳定子态与 Clifford操作
都可以在经典计算机上被高效模拟. 稳定子秩 (stabilizer rank)为刻画非稳定性提
供了一种定量度量 [163, 174]. 对于一个 𝑛比特纯量子态,其稳定子秩定义为

𝜒(|𝜓⟩) ≔
{

min𝑅 ∈ ℕ+ ∶ ∃𝑐1, … , 𝑐𝑅 ∈ ℂ, |𝑠1⟩, … , |𝑠𝑅⟩ ∈ STAB𝑛,
s. t. |𝜓⟩ = ∑𝑅

𝑗=1 𝑐𝑗|𝑠𝑗⟩ }
. (5-16)

确定量子态的稳定子秩对于量化实现量子加速所需的魔性资源,以及理解经典与
量子计算能力之间的边界,具有基础性意义 [163, 174, 175].
由稳定子秩的定义可知, 对于态的张量积 |𝜓⟩⊗𝑛, 直接计算 𝜒(|𝜓⟩⊗𝑛) 是不

可行的, 因为稳定子态的数量随 𝑛 的增长呈 2(1/2+𝑜(1))𝑛2
的规模增长；参见 [176,

Proposition 2]. 因此,为了获得其估计值,我们提出了一种高效的几何方法,用以验
证给定的 𝑅是否为 (5-16)的一个可行解. 为此,首先需要对稳定子态进行一种高
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效刻画. 近期提出的一种用于刻画 𝑛比特纯量子态魔性的度量是 𝛼-稳定子 Rényi
熵 (stabilizer Rényi entropy, SRE) [177],其定义为

𝑀𝛼(|𝜓⟩) ≔ 1
1 − 𝛼 log2 ∑

𝑃 ∈𝑃𝑛

Ξ𝛼
𝑃 (|𝜓⟩) − 𝑛,

其中 Ξ𝑃 (|𝜓⟩) ≔ ⟨𝜓|𝑃 |𝜓⟩2/2𝑛, 𝑃 ∈ 𝑃𝑛 为一个 𝑛 比特 Pauli 串. 当且仅当 |𝜓⟩ ∈
STAB𝑛时,有𝑀𝛼(|𝜓⟩) = 0. 更为关键的是, SRE可以对矩阵乘积态 (MPS)进行高
效计算. Haug和 Piroli [178]提出了一种方法,可以将具有 𝑛个键维数 𝑟, 𝑟, … , 𝑟的
MPS的 SRE计算,转化为对一个键维数为 𝑟2𝛼, 𝑟2𝛼, … , 𝑟2𝛼 的MPS的范数计算.
这一结果启发我们针对给定的纯态 |𝜓⟩、秩参数 𝐫 以及分解项数 𝑅 ∈ ℕ+,考

虑如下的优化问题:

min
{𝑐𝑗}𝑗 ,{|𝜙𝑗⟩}𝑗

𝑓({𝑐𝑗}𝑗 , {|𝜙𝑗⟩}𝑗) = 1
2‖

𝑅

∑
𝑗=1

𝑐𝑗|𝜙𝑗⟩ − |𝜓⟩‖
2

F
+ 𝜆

𝑅

∑
𝑗=1

𝑀2(|𝜙𝑗⟩)

s. t. 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑅 ∈ ℂ, 每一个 |𝜙𝑗⟩ ∈ 𝒩𝐫 ,

(5-17)

其中 𝜆 > 0为罚参数. 目标函数由两部分组成: 第一项为保真度项 | ∑𝑅
𝑗=1 𝑐𝑗|𝜙𝑗⟩ −

|𝜓⟩|2
F/2,用于衡量重构误差；第二项为 SRE正则化项𝑀2(|𝜙𝑗⟩),用于得到低魔性

的解. 问题 (5-17)可被视为定义在如下乘积流形上的优化问题:

ℳ = ℂ𝑛 × 𝒩𝐫 × 𝒩𝐫 × ⋯ × 𝒩𝐫 .

关于乘积流形上的优化问题,可参见本章第 2章的内容.
寻找一个目标函数值严格为零的精确分解可以给出 𝜒(|𝜓⟩) 的一个严格上

界, 但在数值上具有很大挑战性. 因此, 我们转而引入 (𝜖, 𝛿)-近似稳定子秩, 其
定义为满足如下条件的最小 𝑅: 存在一组 {𝑐𝑗 , |𝜙𝑗⟩𝑅

𝑗=1} 满足下面两个条件: i) 具
有较小的不保真度, 即 1 − | ∑𝑅

𝑗=1 𝑐𝑗⟨𝜙𝑗|𝜓⟩|2 ≤ 𝜖; ii) 具有较低的魔性, 即对所有
𝑗 = 1, 2, … , 𝑅,均有𝑀2(|𝜙𝑗⟩) ≤ 𝛿. 当 𝑅较小时,找到这样一种分解便给出了对魔
性态的一种物理上有意义的近似,其分解分量均接近稳定子态集合.
一种具有代表性的魔性态是单比特 𝐻 态 |𝐻⟩ = cos(𝜋/8)|0⟩ + sin(𝜋/8)|1⟩.

Bravyi等人 [163]证明了 |𝐻⊗𝑛⟩的稳定子秩满足上界 𝜒(|𝐻⊗𝑛⟩) ≤ 7𝑛/6. 因此,在
数值实验中,我们取 𝜆 = 1, 𝑛 = 2, 3, 4, 5, 6,并对每个 𝑛令 𝑅 = 1, 2, … , ⌈7𝑛/6⌉. 当
𝑛 ≤ 4时,选取 (5-15)中参数 𝑟 = 1, 2的秩参数 𝐫；当 𝑛 = 5, 6时,选取 𝑟 = 1, 2, … , 5
的 𝐫. 由于𝑀2(|𝜓⟩)的欧几里得梯度包含 4𝑛 项,其欧几里得梯度及投影梯度在计
算上是不可行的. 因此,我们采用有限差分方法 (见注释 5.2.5),通过沿ℳ的切空

间基方向计算方向导数来近似投影梯度, 该过程需要 𝒪(2𝑅𝑛𝑟2
max) 次目标函数 𝑓

的计算,其中 𝑟max = max 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1.
数值结果见表 5-4 与图 5-7. 我们观察到, 随着分解数 𝑅 的增加, 近似的不

保真度不断减小, 同时, 各分量中的最大 SRE 始终保持在较低水平. 例如, 如
表 5-4 所示, 在 𝑛 = 4 比特的情形下, 当 𝑅 = 3 时, 我们得到的不保真度低于
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1.2 × 10−3,且每个分量的 SRE均小于 8.3 × 10−3. 这表明 𝑅 = 3是 |𝐻⊗4⟩的一个
(1.2 × 10−3, 8.3 × 10−3)-近似稳定子秩. 上述结果表明,所提出的方法能够为基于
“将量子态近似分解为低魔性分量”的经典模拟算法设计提供有效指导.
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图 5-7对 𝑛 = 5, 6比特的 |𝐻⊗𝑛⟩近似稳定子秩的估计的数值结果. 左图: 不保真度. 右图: 各
分量中的最大 SRE.

Figure 5-7 Numerical results on estimating approximate stabilizer rank of |𝐻⊗𝑛⟩ for 𝑛 = 5, 6
qubits. Left: infidelity. Right: the maximum 2-stabilizer Rényi entropy among each
component.

5.4.2 最小输出 Rényi 𝑝-熵

给定一个量子通道𝒩𝐴→𝐵 ∶ 𝐿(𝐻𝐴) → 𝐿(𝐻𝐵),其最小输出 Rényi 𝑝-熵定义为

𝑆min
𝑝 (𝒩𝐴→𝐵) ∶= min

𝜌𝐴

1
1 − 𝑝 log tr(𝒩𝐴→𝐵(𝜌𝐴)𝑝), 𝑝 ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), (5-18)

其中最小化是对 𝐿(𝐻𝐴)中的所有密度矩阵 𝜌𝐴进行的. 当 𝑝 → 1时,有 𝑆min
1 (𝒩 ) =

min𝜌𝐴𝐻(𝑁(𝜌𝐴)),这里 𝐻(𝜌) = −tr(𝜌 log 𝜌)为冯 ⋅诺依曼熵. 由 Rényi熵的凹性可
知,最小值 (5-18)可在纯态输入 𝜌𝐴 = |𝜓⟩⟨𝜓|处取得. 因此,对于给定量子通道计
算 𝑆min

𝑝 (𝒩𝐴→𝐵)可理解为在单位球面上的优化问题. 关于给定量子通道𝑁𝐴→𝐵 的

最小输出 Rényi 𝑝-熵, 一个核心问题是其严格次可加性 (strict subadditivity), 即既
然次可加性总是成立,是否存在某个 𝑛使得

𝑆min
𝑝 (𝒩 ⊗𝑛

𝐴→𝐵) < 𝑛𝑆min
𝑝 (𝒩𝐴→𝐵).

解决这一问题的一种直接数值方法是对大 𝑛 计算 𝑛−1𝑆min
𝑝 (𝒩 ⊗𝑛

𝐴→𝐵), 并与一拷贝
(one-shot)最小值 𝑆min

𝑝 (𝒩𝐴→𝐵)进行比较. 然而, 𝑆min
𝑝 (𝒩 ⊗𝑛

𝐴→𝐵)的参数空间随 𝑛呈
指数增长. 考虑到 𝑁⊗𝑛

𝐴→𝐵 的张量积结构,我们采用低秩 NTT张量对 Rényi 𝑝-熵进
行最小化,即

min
|𝜓⟩

𝑓 (𝑛)(|𝜓⟩) = 1
1 − 𝑝 log tr(𝑁⊗𝑛

𝐴→𝐵(|𝜓⟩⟨𝜓|)𝑝)

s. t. |𝜓⟩ = vec(J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑛K), J𝒰1, 𝒰2, … , 𝒰𝑛K ∈ 𝒩𝐫 .
(5-19)
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表 5-4对 𝑛 = 2, 3, 4比特的 |𝐻⊗𝑛⟩ (𝜖, 𝛿)-近似稳定子秩的估计的数值结果. 分解分量数 𝑅 =
1, 2, … , ⌈7𝑛/6⌉,秩参数 𝑟 = 1, 2.

Table 5-4 Numerical results on estimating (𝜖, 𝛿)-approximate stabilizer rank of |𝐻⊗𝑛⟩ for 𝑛 =
2, 3, 4 qubits, number of components 𝑅 = 1, 2, … , ⌈7𝑛/6⌉, and parameter 𝑟 = 1, 2.

𝑛 𝑅 𝑟 不保真度 2-稳定 Rényi熵

2
1

1 2.4127e-01 7.4318e-03
2 8.5398e-01 5.4383e-03

2
1 1.1871e-01 1.5668e-04, 6.4077e-03
2 6.9951e-05 1.2532e-03, 1.2405e-03

3

1
1 4.0758e-01 1.1000e-01
2 3.3873e-01 9.7383e-03

2
1 2.4934e-01 4.4777e-03, 9.9008e-04
2 2.0903e-01 2.4321e-03, 1.2648e-02

3
1 1.1337e-01 2.9432e-02, 1.6710e-02, 8.9772e-04
2 2.8777e-03 5.6882e-03, 4.4175e-03, 3.8043e-03

4

1
1 4.3528e-01 8.5178e-03
2 8.9291e-01 4.1529e-03

2
1 4.2484e-01 9.0938e-05, 9.7877e-03
2 1.0962e-03 6.5625e-03, 7.5606e-03

3
1 1.0278e-01 2.5400e-04, 3.5386e-03, 7.1955e-03
2 1.1394e-03 8.2699e-03, 5.7145e-04, 5.5453e-03

4
1 2.6224e-01 6.2629e-05, 8.8638e-04, 2.1451e-03, 1.7844e-03
2 2.4029e-04 1.5270e-03, 1.7929e-06, 1.6754e-03, 1.4706e-03

对于 𝑝 = 2,可得到

tr(𝒩 ⊗𝑛
𝐴→𝐵(|𝜓⟩⟨𝜓|)2)

= tr
⎛
⎜
⎜
⎝
(

𝐾

∑
𝑘1,𝑘2,…,𝑘𝑛=1

(
𝑛

⨂
𝑗=1

𝐊𝑘𝑗 )|𝜓⟩⟨𝜓|
𝑛

⨂
𝑗=1

𝐊†
𝑘𝑗 )

2⎞
⎟
⎟
⎠

=
‖
‖
‖‖

𝐾

∑
𝑘1,𝑘2,…,𝑘𝑛=1

(
𝑛

⨂
𝑗=1

𝐊𝑘𝑗 )|𝜓⟩⟨𝜓|
𝑛

⨂
𝑗=1

𝐊†
𝑘𝑗

‖
‖
‖‖

2

F

= tr(
𝐾

∑
𝑘(1)

1 ,…,𝑘(1)
𝑛 =1

𝐾

∑
𝑘(2)

1 ,…,𝑘(2)
𝑛 =1

(
𝑛

⨂
𝑗=1

𝐊𝑘(1)
𝑗

)|𝜓⟩⟨𝜓|
𝑛

⨂
𝑗=1

(𝐊†
𝑘(1)

𝑗
𝐊

𝑘(2)
𝑗

)|𝜓⟩⟨𝜓|
𝑛

⨂
𝑗=1

𝐊†
𝑘(2)

𝑗
)

=
𝐾

∑
𝑘(1)

1 ,𝑘(1)
2 ,…,𝑘(1)

𝑛 =1

𝐾

∑
𝑘(2)

1 ,𝑘(2)
2 ,…,𝑘(2)

𝑛 =1
|⟨𝜓|

𝑛

⨂
𝑗=1

(𝐊†
𝑘(1)

𝑗
𝐊

𝑘(2)
𝑗

)|𝜓⟩|
2
,

其中 {𝐊𝑘𝑗 }𝑘𝑗 是𝒩𝐴→𝐵 的 Kraus算子集合. 沿用 [178]中的思路,目标函数 𝑓(|𝜓⟩)
可以通过 TT形式张量的 Frobenius范数高效计算,该张量大小为 22 × 22 × ⋯ × 22,
键维数为 (1, 𝑟2

1, 𝑟2
2, … , 𝑟2

𝑛−1, 1).
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反对称通道 反对称子空间 asym𝑑
𝑝 是 (ℂ𝑑)⊗𝑝 的子空间,定义为 asym𝑝

𝑑 ≔ {|𝜓⟩ ∈
(ℂ𝑑)⊗𝑝 ∶ |𝜓⟩ = (−1)sgn(𝜎)𝑃𝜎|𝜓⟩, for all 𝜎 ∈ 𝑆𝑝}, 其中 𝑆𝑝 是对称群, sgn(𝜎) 是置
换 𝜎 的奇偶性, 𝑃𝜎 是将 𝑝 个子系统按置换 𝜎 重新排列的酉算符, 即 𝑃𝜎(|𝜓1⟩ ⊗
⋯ ⊗ |𝜓𝑝⟩) ≔ |𝜓𝜎(1)⟩ ⊗ ⋯ ⊗ |𝜓𝜎(𝑝)⟩. 当 𝑑 = 3, 𝑝 = 2时, 反对称子空间的一组基
为 |𝜓1⟩ = (|01⟩ − |10⟩)/√2, |𝜓2⟩ = (|02⟩ − |20⟩)√2, |𝜓3⟩ = (|12⟩ − |21⟩)√2. 接
下来考虑通道 𝑁as(⋅), 其 Stinespring 等距映射为 𝑉 ∶ ℂ3 → asym2

3, 矩阵形式为
𝑉 = (|𝜓1⟩, |𝜓2⟩, |𝜓3⟩). 该通道的 Kraus算子为 𝐊1,𝐊2,𝐊3 ∈ ℂ3×3,定义为

𝐊1 = − 1
√2

(|1⟩⟨0| + |2⟩⟨1|), 𝐊2 = 1
√2

(|0⟩⟨0| − |2⟩⟨2|), 𝐊3 = 1
√2

(|0⟩⟨1| + |1⟩⟨2|).

我们设置 𝑛 = 11, 12, … , 15,并采用 (5-15)中的秩参数 𝐫, 𝑟 = 1, 2, … , 10. 对 (5-19)
使用 NTT-RCG方法进行求解,当迭代次数达到 2000时终止. 对于每个比特数和
秩参数组合, NTT-RCG方法重复运行五次. 反对称通道的数值结果见图 5-8. 从
图 5-8(左)和图 5-8(中)可以观察到,每次迭代的平均时间随着比特数和秩参数呈
多项式增长. 同时可以得出, 对于 10, 11, … , 16 个比特以及秩参数不超过 10 的
NTT张量,可加性成立.
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图 5-8反对称通道的数值结果. 左图: 每次迭代的平均时间随比特数变化. 中图: 每次迭代的
平均时间随秩参数变化. 右图: NTT-RCG计算得到的最小熵.

Figure 5-8 Numerical results on the antisymmetric channel. Left: average time per iteration
with respect to qubit. Middle: average time per iteration with respect to the rank pa-
rameter. Right: smallest entropy computed from NTT-RCG.

广义振幅阻尼通道 (GADC) 广义振幅阻尼通道定义为𝐴𝛾,𝑁 ∶ 𝜌 ↦ ∑4
𝑘=1 𝐀𝑘𝜌𝐀†

𝑘,
其中 Kraus算子 𝐀1,𝐀2,𝐀3,𝐀4 ∈ ℂ2×2为

𝐀1 = √1 − 𝑁(|0⟩⟨0| + √1 − 𝛾|1⟩⟨1|), 𝐀2 = √𝛾(1 − 𝑁)|0⟩⟨1|,

𝐀3 = √𝑁(√1 − 𝛾|0⟩⟨0| + |1⟩⟨1|), 𝐀4 = √𝛾𝑁|1⟩⟨0|,

且 𝛾, 𝑁 ∈ [0, 1]. 我们设置 𝑛 = 2, 3, … , 12, 并采用 (5-15) 中的秩参数 𝐫, 𝑟 =
1, 2, … , 10. 广义振幅阻尼通道的数值结果见图 5-9. 从图 5-9(左)和图 5-9(中)可
以看出,每次迭代的平均时间随着比特数 𝑛和秩参数 𝑟呈多项式增长. 同时可以
得出,对于 2, 3, … , 12个比特以及秩参数不超过 10的 NTT张量,可加性成立.
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图 5-9广义振幅阻尼通道的数值结果. 左图: 每次迭代的平均时间随比特数变化. 中图: 每次
迭代的平均时间随秩参数变化. 右图: NTT-RCG计算得到的最小熵.

Figure 5-9 Numerical results on generalized amplitude damping channel. Left: average time
per iteration with respect to qubit. Middle: average time per iteration with respect to the
rank parameter. Right: smallest entropy computed from NTT-RCG.

5.5 本章小结

我们引入并研究了归一化张量链分解,用于表示低秩张量以及建模新的低秩
张量优化问题. 我们证明了单位范数张量的 NTT分解的存在性,并构造了一个拟
优的近似投影算子,即 NTT-SVD算法. 我们还证明了固定秩 NTT张量构成的集
合是一个光滑流形,并推导出了相应的几何工具. 虽然 NTT与 TT分解在实践中
有许多相似之处,但它们的底层几何结构本质上是不同的. NTT自然地将张量编
码在单位球上, 因此特别适合那些归一化是内在需求的问题, 例如单位范数的低
秩张量恢复、特征向量计算、稳定子秩的近似、最小输出 Rényi 𝑝-熵的计算,以
及其他受单位范数约束的应用. 我们展示了 NTT分解在若干应用中的优势. 基于
NTT的黎曼共轭梯度法在大规模局部哈密顿量的特征值与特征向量计算上,相比
单点 DMRG方法具有更高的效率. 在量子信息理论中,基于 NTT分解的几何方
法为估计魔态的稳定子秩以及研究量子通道熵的可加性提供了可行的数值工具.
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第 6章 总结与展望

低秩张量优化是处理高维结构化数据的核心工具,在数据分析、量子计算及
机器学习等领域中具有广泛的应用价值. 本文从低秩张量集合的几何特性出发,
从几何结构、算法构建到实际应用, 系统进行了研究, 形成了从基础几何理解到
高效算法实现的完整工作链.
在第二章中, 我们通过理论分析与数值实验验证了精心构造的度量能够有

效加速黎曼优化方法. 具体而言, 我们提出了一个利用预条件度量, 求解乘积流
形上优化问题的一般框架, 该框架包含了三种具体方法来构造算子以近似黎曼
Hessian. 包括黎曼高斯牛顿方法以及数值线性代数中的块 Jacobi 预条件法在内
的多种现有方法,都可以通过选取特定度量的方式,利用所提出的框架进行解释.
我们基于所提出的框架,为典型相关分析和截断奇异值分解设计了新的预条件度
量,并通过计算局部极小点处黎曼 Hessian的条件数验证了所提出度量的效果,理
论结果显示条件数确实得到了改善. 数值结果进一步验证,精心设计的度量确实
能够提升黎曼优化方法的性能.
在第三章中,我们基于张量环分解提出了用于张量补全问题的黎曼预条件算

法. 预条件效果来源于定义在由核张量的模态 2展平矩阵所构成的矩阵乘积空间
上的一种度量. 在预条件方法中,直接计算黎曼梯度需要进行大规模矩阵乘法,这
在实际计算中代价过高. 为此,我们采用了一种高效的计算策略,在不显式构造大
矩阵的情况下计算黎曼梯度. 所提出的算法具有全局收敛性保证,并且在人工合
成数据和真实数据集上的数值实验均展示出了良好的性能.
在第四章中,我们对 Tucker张量代数簇的几何结构进行了深入研究,并提出

了用于 Tucker张量代数簇优化的新几何方法与秩自适应方法. 我们给出了 Tucker
张量代数簇每一点切锥的显式表达. 此外, Tucker张量代数簇上优化的一个核心
难点在于度量投影不具有显式解. 基于得到的几何结构,我们提出了近似投影方
法,以规避度量投影的显式计算. 我们同时也发现,仅利用切锥的部分信息即可获
得无需收缩映射的搜索方向. 张量补全的数值实验表明,所提出的方法在不同秩
参数选择下均优于现有最好的方法. 总体而言,当可靠的秩参数可用时,我们推荐
使用 GRAP与 rfGRAP方法,以避免可能冗长的秩参数选择过程; 而在秩参数不
确定的情形下,则建议使用 TRAM方法,因为其能够自适应地识别合适的秩参数.

在第五章中, 我们引入并研究了归一化张量链分解, 用于表示低秩张量以及
建模新的低秩张量优化问题. 我们证明了单位范数张量的 NTT分解的存在性,并
提出 NTT-SVD算法,它可以得到拟优的近似投影. 我们还证明了固定秩 NTT张
量构成的集合是一个光滑流形,并推导出了相应的几何工具. NTT自然地将张量
约束在单位球上, 因此特别适合归一化是内在需求的问题, 例如单位范数的低秩
张量恢复、特征向量计算、稳定子秩的近似、最小输出 Rényi 𝑝-熵的计算,以及
其他受单位范数约束的应用. 我们在数值实验中展示了 NTT分解在若干应用中
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的优势.
实际上, 在博士阶段我们还有一些其他低秩张量相关研究. 例如, 我们针对

Tucker张量代数簇与张量链分解代数簇, 提出了一种去奇异化方法, 通过引入松
弛变量, 将非光滑的张量代数簇参数化为高维空间中的低维流形, 为低秩张量优
化提供了一个新的角度. 我们通过在近似投影梯度法中引入秩减机制,设计了一
个 “无灾难点现象”的一阶方法,该方法具有理论收敛性保证,即聚点均为稳定点.
此外,我们在张量环分解参数空间上引入商几何结构并设计优化方法. 由于篇幅
限制,这些工作未在正文展开,感兴趣的读者可参见预印本 [97, 179, 180].

本文的研究为低秩张量优化提供了新的视角,未来工作可沿以下方向展开:
• 将所提出的乘积流形预条件框架应用于其他问题,以及通过并行计算有望

进一步加速黎曼优化方法的运算效率.
• 在特征值问题中, 我们主要关注单个特征向量的计算, 这在文献中已有较

多研究. 将 NTT框架扩展到高效计算多个特征向量或特征子空间仍是一个有趣
的开放问题. 由于在张量环分解中取不太大的秩参数就能对局部哈密顿量的基态
提供较好的近似,如何针对张量环分解设计高效计算多个特征向量或特征子空间
的算法仍是一个开放问题.

• 如何将低秩张量优化中的几何结构与优化方法引入到大规模神经网络训
练与模型压缩中,并提高训练效率,是未来一个值得深入探索的研究方向.
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